
ТЫз 18 а ё1§ка1 сору оГ а Ьоок та1 \уа8 рге8егуеё Гог §епега1юп8 оп ИЬгагу 8ке1уе8 Ье^оге к \уа8 сагейШу 8саппес1 Ьу Соо§1е а8 раП о^ а рго]ес1 
1о таке ше \уог1ё'8 Ьоок8 ё18СОУегаЫе опИпе. 

И Ьа8 8итуеё \ощ епои^Ь Гог те соруп^М 1о ехрке ап<1 те Ьоок 1о еШег те риЬИс ёотат. А риЬИс ёотат Ьоок 18 опе та1 \уа8 пеуег 8иЬ]ес1 
1о соруп^Ы ог \уЬо8е 1е§а1 соруп§Ы 1егт Ьа8 ехркеё. \УЬетег а Ьоок 18 т те риЬИс ёотат тау уагу соиШгу 1о соиШгу. РиЬИс ёотат Ьоок8 
аге оиг §а1е\уау8 1о те ра81, герге8еШ;т§ а \уеа1т оГ Ы81огу, сикиге апс1 кпо\у1её§е та1'8 оЙеп ёгШсик 1о ё18СОУег. 

Магк8, по1аиоп8 апё отег таг^таИа рге8еШ т те оп§та1 уо1ите \уШ арреаг ш 1;Ы8 Ше - а геттёег о^ Иш Ьоок' 8 \ощ ]оигпеу йот те 
риЬИ811ег 1о а ИЬгагу апс1 ИпаПу 1о уои. 

118а§е §шс!еНпе8 

Соо§1е 18 ргоиё 1о раПпег \укк ИЬгапез 1о сИ^Шхе риЬИс ёотат та1епа18 апё таке тет шёе1у ассе881Ые. РиЬИс ёотат Ьоок8 Ье1оп§ 1о 1Ие 
риЬИс апё \уе аге теге1у тек си81осИап8. Кеуегте1е88, 1;Ы8 \уогк 18 ехреп81Уе, 80 ш огёег 1о кеер ргоу1сИп§ 1±П8 ге8оигсе, \уе Иауе 1акеп 81ер8 1о 
ргеуеШ аЬи8е Ьу соттегс1а1 рагйе8, тс1иёт§ р1аст§ 1есЬтса1 ге81псиоп8 оп аШотаЬё ^ие^у^п§. 

\Уе а180 а8к та1 уои: 

+ Маке поп-соттегс1а\ ше о/1ке{Не$ \Уе ёе81§пеё Соо§1е Воок 8еагск 1Ъг и8е Ьу нкНуШиаЬ, апё \уе 1эдие81 та1 уои и8е те8е Ше8 Гог 
рег80па1, поп-соттегс1а1 ригро8е8. 

+ Ке/гат/гот аШотаХей аиегугщ Во по1 8епё аШотаЬё ^ие^^е8 о^ апу 8оП 1о Соо§1е'8 8у81ет: Н уои аге сопёис1т§ ге8еагсИ оп тасЫпе 
1гап81а1юп, орНса1 сИагас1ег гесо^пкюп ог отег агеа8 \уИеге ассе88 1о а 1аг§е атоиШ оГ 1ех1 18 Ие1р^и1, р1еа8е соШас! и8. ДУе епсоига^е 1Ие 
и8е о^риЬНс ёотат та1епа18 Гог те8е ригро8е8 апё тау Ье аЫе 1о Ье1р. 

+ МаШат аПпЪийоп ТЬе Соо§1е "\уа1егтагк" уои 8ее оп еасЬ Ше 18 е88епиа1 Гог тй)пшп§ реор1е аЬои! 1Ы8 рго]ес1 апё Ье1рт§ тет Йпё 
аёёкюпа1 та1епа18 тгои^Ь Соо§1е Воок 8еагск. Р1еа8е ёо по1 гетоуе к. 

+ Кеер И 1е§а1 \УЬа1;еуег уоиг и8е, гететЬег та1 уои аге ге8роп8ю1е Гог еп8ипп§ та1 \ука1 уои аге ёо1п§ 18 1е§а1. Эо по1 а88ите 1ка1 ]и81 
Ьесаи8е \уе ЬеИеуе а Ьоок 18 1п 1ке риЬИс ёотат 1Ъг и8ег8 1п 1ке Шкеё 81а1е8, 1ка1 1ке \уогк 18 а180 1п 1ке риЬИс ёотат 1Ъг и8ег8 1п о1кег 
соип1пе8. ^ЬеШег а Ьоок 18 8Ш1 1п соруп^Ы уапе8 йот соимгу 1о соиШгу, апё \уе сапЧ ойег §и1ёапсе оп уукеШег апу 8ресШс и8е о^ 
апу 8ресШс Ьоок 18 а11о\уеё. Р1еа8е ёо по1 а88ите 1ка1 а Ьоок'8 арреагапсе 1п Соо§1е Воок 8еагсЬ теап8 к сап Ье и8её 1п апу таппег 
апу\укеге т 1ке \уог1ё. Соруп^Ы 1пМп§етеШ НаЬПку сап Ье ^ике 8еуеге. 

АЪои1 Соо§1е Воок 8еагсЬ 

Соо§1е'8 1Ш88ЮП 18 1о ог§ап12е 1ке \уог1ё'8 1п^огта11оп апё 1о таке к итуег8а11у ассе881Ые апё и8е^и1. Соо§1е Воок 8еагск Ье1р8 геаёег8 
ё18СОУег 1ке \уог1ё'8 Ьоок8 \уЫ1е Ье1рт§ аи1Ьог8 апё риЬИ811ег8 геаск пе\у аиё1епсе8. Уои сап 8еагск тгои^Ь 1ке ^и11 1ех1 о^ Иш Ьоок оп 1ке \уеЬ 
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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных иолках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 
компании Соо§1е в рамках проекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она перешла в свободный 
доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были иоданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 
истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 
это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В этом файле сохранятся все иометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как напоминание 
о том долгом пути, который книга ирошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использования 

Компания Соо§1е гордится тем, что сотрудничает с библиотеками, чтобы перевести книги, перешедшие в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы предприняли некоторые действия, предотвращающие коммерческое исиользование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 

Мы также просим Вас о следующем. 

• Не используйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех пользователей, поэтому используйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Не отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматические запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем машинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к большому количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он позволяет пользователям узнать об этом проекте и помогает им найти 
дополнительные материалы при иомощи программы Поиск книг Ооо§1е. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы используйте, не забудьте проверить законность своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
использовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
поэтому нет единых правил, позволяющих определить, можно ли в определенном случае использовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно использовать как угодно и где угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Соо§1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Программа Поиск книг Соо§1е помогает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 



Полнотекстовый иоиск ио этой книге можно выполнить на странице Ь"Ь"Ьр: //Ъоокз.§оо§1е.сот/ 
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ПРЕДИСЮВ1Е. 



Въ статье: „Ое гекйопе Ыег (егпав р1игевуе диап^Шев швШиепЛа" 
(ЬеоиЬапН Еи1еп Сотпшепкайопеа агШипейсае со11ес1ае, Т. II, С.-Нетер- 
бургъ, 1849 г. стр. 99) Еи1ег даетъ первое обобщеше алгориема непрерыв- 
ныхъ дробей. 

^соЫ прим*нилъ*) алгориемъ Еи1ег'а къ р*шешю следующей задачи: 
по даннынъ ц*лымъ ращональнымъ числамъ р, р' и р", пе им*ющимъ общаго де- 
лителя, найти ц*лыя числа д, </', д" и г, г 1 , г", удовлетворяющая равенству 



V <1 г 
р' $ г' 

р" 4' г" 



= =Ы; 



ДасоЫ несколько измЬнилъ алгориемъ Еи1ег'а съ цблыо придать вы- 
числешямъ бол*е однообраз1я. Измененный такимъ образомъ алгориемъ заключа- 
ется въ сл*дующемъ. 

•Форма Хк + Х'|л -}- -ЗГ'Ч коэффициенты которой положительный числа, 
преобразуется сначала подстановкой 



1 
О 



въ форму ХХ^ Х'^-)- Х'у^ при чемъ ц*лыя рацшпальпыя числа $ и е опре- 
деляются такъ же, какъ и въ алгориемъ Еи1ег'а, т. е. изъ условШ 

0<-8 Ч-|*<:>> и 0<-е Х+у<Х. 



*) Си. ^ а с о Ы: „11еЬег Ше Аип6эип& йег Шеюпавд 

«1*1+ «Л + ••• + *«*» =/• и " 
(,1оигпа1 Шг <Ие гешв ппй апдотошсИе МаЙштаИк. Вй. 69, 8. 21). Статья эта была напечатана 
поел* смерти автора подъ редаыцен Е. Н е 1 и е. 

I 



■* ? 
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Зат*мъ форма Х^-^-Х'^-^Х"^ преобразуется подстановкой 

О 1 

1 О О 
О 1 О 

Подученная форма преобразуется снова подстановкой 

;1 -^ — «1 ; 

,0 1 о ; и т. д. 

1 

Совокупность этихъ преобразований составляетъ алгоривмъ, который обыкно- 
венно называютъ адгориомомъ ^ а с о Ы. 

З&соЫ въ стать*: „АИ^ешете ТЬеопе дег кеМепЪгисЬ&ЬпИсЬеп 
А1^оп4Ьшеп, ш ^е1сЬеп $е(1е 2аЫ айв йга УогЬег#еЪеп<1еп деЫИе* шг<1 а 
(«1оигпа1 ?. Д. МаМетайк. Вс1. 69, 8. 29), напечатанной поел* его смерти, 
составляетъ при помощи чнеедъ § , е 0| 8„ е, и т. д. ряды ц*лыхъ положитель- 
ныхъ чиселъ Р { , Р { и Р'1 а = 0,1.2,...), опред*ляемыхъ равенствами 

Р<+ а = е,Р^ 3 +«Аи +Р* Рц-* = еЛ^ +8Л+1 + Р{, «и = «1«и +**«И + Р ? 
И УСД0В1ЯМИ 

р = 1, р; = о, Р' ' = 0] 



р: /? 



Р,=0, Р\ = 1, РЧ = 0, 
Р 2 = 0, Р; = 0, Р? = 1| 

На чисденныхъ прим*рахъ ЛасоЫ показываетъ, что дроби -тги^-съуве- 

личешемъ числа г приближаются соответственно къ пред*ламъ у и > -, но степень 

такого приближетя остается неизвестной. 

Если при помощи алгориема ^ в,соЫ преобразовывать формы, коэффициенты 
которыхъ алгебраичешя числа, зависания отъ корня неприводимаго уравнешя 3-й 
степени, и представлять полученный такимъ образомъ формы въ нормальномъ вид* 



Х + Хч + ХГ), (<р = ^* ♦= {)> 



то въ н*которыхъ случаяхъ оказывается, что формы этого вида начинаютъ повто- 
ряться перш да чески. 

Весьма интересный и важпый вопросъ: всегда ли при помощи алгориема Ла- 
ст о Ы получаются перюдически повторяюпияся формы, когда коэффшценты ихъ 
зависятъ отъ корня уравнешя 3-й степени — остается и до настоящаго времени 
не р*шеннымъ *). 



*) Въ стать* Е. Р а г в 4 е п а и: „ЦвЪег КеПепЪгисЬе ЬбЬегег Огйшшв" (Приложена къ 
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ВасЬтапп показалъ. что этотъ вопросъ находится въ т*сной связи съ 
вопросомъ о степени приближены къ числамъ уиу дробей -р и рг, опред*ля- 

емыхъ при помощи алгоривма ^соЫ. Въ стать*: „2иг ТЬеопе уоп ^со- 
ЪГв КеМепЪгисЬ А1^оп1;Ьтеп и (Лоигпа1 $. <1. МаМетайк. Вй. 75, 8. 25), 
а также въ книг*: „Уог1евип#сп иЬег (Не N«^1 Дег 1ггайопа12аЫеп а 
(Ье1р21#, 1892. 8. 136 — 151) ВасЬтапп доказываете следующее пред - 
ложеше. ' 

Предположили, что, начиная съ формы Х-\~Х$-\- Х"р 2 , гдгь р = ^л, 
составлена при помощи алгоривма ЗасоЫ без конечный рядъ формъ, представ- 
ленныхъ въ нормалъномъ виде. Для тою, чтобы эти формы, начиная съ не- 
которой, пергодически повторялись, необходимо и достаточно, чтобы числа 
Р { , Р { и Р\ 11 = о.1,1....) удовлетворяли неравенствамъ 



Рг I к 



-Р 2 



« г ; р<щ 



гдп> к некоторое конечное число. 

Въ тЬхъ случаяхъ, когда при помощи алгоривма ЛасоЫ получается рядъ 
перюдичсски повторяющихся формъ, произведете соотв*тствующихъ подстановок 
определяете подстановку, которая не изм*пяетъ некоторой формы 

т. е. эту форму преобразуетъ въ форму 

ХЕ + Х'Е<? + Х"Е$. 
Если такую подстановку обозначить 

I* Р т ' 

| а' р' 7' ! = ± 1> 
| а " ?" Т " ' 

то число Е, определяемое равенствомъ 

Е = а + а'<р + а"ф, 

есть алгебраическая единица, зависящая отъ корня того же уравнешя, отъ корня 
котораго зависятъ числа у и ф. 

Подстановка, не изменяющая Формы и не тождественная, весьма часто быва- 
етъ очевидна, когда составлено несколько формъ при помощи алгоривма ДаеоЫ, 
а между тЬмъ вычислешя по способу ЛасоЫ нужно продолжать еще долго и да- 
же часто остается неизвестнымъ, будутъ ли формы повторяться периодически или 
н*тъ. 



^ЬгеаЪепсМ иЬсг <1а* Кош^НсЪе Ква1дутпаяшт яи ^-вЪа(1еп. 1874. 8. 22) приведено много 
прим-Ъровъ, подтверждающихъ периодичность алгоритма Д а с о Ь к 
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Одно изъ обобщен^ алгориема непрерывныхъ дробей, представляющее только 
некоторое измйнеше алгориема Е и 1 е г'а, принадлежитъ Ротсагё. Въ зам*т- 
к*: „8иг ипе ^ёпёгаНвайоп Дев Ггасйопв сопйпиев" (Сотр&в гепйив Лее 
зёапсев йе ГАсайёгше йе Рапа, Т. 99. р. 1014) Рснпсагё предлагаешь 
сл'ЬдующШ алгоривмъ для преобразоватя формы XX -\- Х\ь -|- Х'у. 

Форма должна быть представлена въ такомъ вид*, чтобы существовали не- 
равенства 

0< X < !*. < у. 

ЗагЬмъ форма XX + Х\ь-\- Х'у преобразуется подстановкой 

1-10 
О 1 -1 
1 

Полученная форма снова приводится къ виду ХХ^Х^-^Х" 4 *^ гд* 

О < X, < [1, < V, и т. д. 

Р о 1 п с а г ё даетъ геометрическое объяснеше, какъ алгориему непрерыв- 
ныхъ дробей, такъ и предлагаемому имъ обобщешю. 

Еще одна попытка обобщешя непрерывныхъ дробей въ этомъ паправлеши 
принадлежитъ Ниг^йя'у. Въ стать*: „БеЪег (Не ап#епйЪег1;е Баг81е11ип§; 
Лег ХаЫегкйигсЪ гайопак ВгисЬе* (МаЛегааИвсЬс Аппа1еп, ВД. 44, 
3.417) Ни г яг Из разсматриваетъ особые ряды ращональныхъ дробей, назы- 
ваемые рядами Гаге у*), и д'Ьлаетъ попытку обобщить свойства этихъ рядовъ 

для получешя ращональныхъ дробей — и — > приближающихся въ двумъ даннымъ 

числамъ, но не даетъ алгориема для получешя таки^ъ дробей **). 

Алгориемы Еи1ег'а, ДасоЫ и Ротсагё представляютъ лишь формальный 
обобщешя алгориема непрерывныхъ дробей и оказываются непригодными для р*- 
шешя гЬхъ основныхъ вопросовъ теорш алгебраическихъ чиселъ кубической обла- 
сти, которые для алгебраическихъ чиселъ квадратичной области решаются при по* 
мощи алгориема непрерывныхъ дробей. 



*) Дитературныя указатя относительно рядовъ Г а г е у приведены въ этой стать* Н о г- 
\уН2'а. Си. также: 3. Пег тез „АпгаЫ (1ег 2ег1е#ип#еп ешег &апгсп гаШша1еп 2аЫ ш 8шп- 
тапЛсп" (МаСЬетаНзспе Аппа1еп, В<1. 45, 8. 371) и К. ТЬ. Уап!еп: „ЦеЪег ^Шегип^я^егЛс 
иш! КеиепотйсЬе" (Доита! Г. (1. Ма*иетаик, М. 115, 8.221). Въ стать*: „ЦГоЬег (Не КейисИоп 
йет Ьтягоп схпайгаИзспеп Рогтсп" (МайЬстаНвспе Ллпа1еп, Ш. 45, 8. 85) НиплгНг придагастъ 
ряды К а г с у къ приведение) бинарныхъ квадратичныхъ Форыъ, какъ оирсд'Ьденныхъ, такъ и не- 
определенны хъ. 

**) 1?\ К1в1п въ аамъ-тк-в: „ЦеЪег Ше 8соте*гшспе АиГавзипд с!ег #етеч>ЬпНсЬеп КеМеп- 
ЪгисЪеп^скНтя" (КасппсЫеп уоп (1сг ОевеНаспаК йег Л^явепасЪаЛен ги вбШпдеп, Ма№ега. 
Юаэде, 1895, 8. 357) въ общихъ чертахъ д-Ьлаетъ укааашя на возможность обобщенш непрерыв- 
ныхъ дробей при номощи геомстрнческихъ соображешй. Указашя эти столь общаго характера, 
что мы затрудняемся вывести илъ иихъ какш нибудь определенны* закдючешя. 



Х^випе Б1Г1сЫе1; въ замечательной стать*: „УегаИ^еюешегии^ 
етев 8а(яе8 айв йег ЬеЬге уоп йеп КеНепЬгасЬеп пеЬв!; ешдоп Ап^еп- 
Дип^сп аиГсИеТЬеопе йег 2аЫеп а (В1псЫе1 ? 8 \Уегке, Вй. I, ВегНп, 1889, 
3. 633) предложилъ первое обобщеше пепрерывпыхъ дробей, которое для общей 
теорш алгебраическихъ чиседъ имЪетъ такое же значеше, какое им'Ьютъ непрерыв- 
ный дроби для алгебраическихъ чиседъ квадратичной области. 

Кгопескег въ статьяхъ: „8иг 1ев шигёв сотр1ехев а (Сотр(;е8 геп- 
йив йев аёапсев <1е ГАсайёше йе Рапе, Т. 96, р. 93, 148 е* 216) и „Ай- 
йШолв аи шепинге виг 1ев пш(ёв сотр1ехе8 а (С. К. Т. 99. р. 766) допол- 
иилъ и обобщилъ результаты, полученные ВпчсЫе**). 

Ограничиваясь тремя переменными X, А^и Х\ результаты, полученные Т>\- 
п'сЫе*, можно формулировать слЪдующимъ образомъ. 

I) Если система (1, ср, ф) неприводимая, то можно найти вычислен- 
ное множество система цтлыхз рацгональныхз значенгй перемтнныхз Х ч X 
и Х" 9 удовлетворяющих;* неравенству 

|Н-*'<р+П>1<^г> (1) 

гдгь з наибольшее изд чиселз \(!\ и |*"|. 

II) Если равенства Х-\-Ху + ХЦ = и А г + А>'+А т "<]/ = не 
возможны одновременно ни при какихз цгьлыхз рацгональныхз значенгяхз X, 
X и Х\ то можно найти безчисленное множество система цгьлыхз рацго- 
нальныхз значетй перемтнныхз X, X и X', удовлетворяющихз одноврвжнно 
неравепствамз 

|*+*'<Р+*"Ф1 < Л » 1>-И'<р' +'"<!>' ! < ^> (2) 

гдгь $ наибольшее изз чиселз \?\ и |/"|; Л и В нгькоторыя конечный числа. 

Съ увеличешемъ числа системъ значенШ X, X' и X" число дЪйствШ для 
ихъ онред*лешя на основаши принципа I) 1 г 1 с 11 1 е 1 безпред I, л ыю увеличивается, 
и потому въ практическом'!) отношении этотъ способъ оказывается пеудобнымъ. 

Системы чиселъ X, X 1 и Х'\ удовлетворяющихъ, какъ неравенству (1), 
такъ и неравенствамъ (2), можно находить также на основании принципа Н е г - 
шйе'а. 

Въ письмахъ къ ^соЫ**) НегтИе разсматриваегь положительный 
квадратичный формы вида 



*) См. также: Ь. Кгопескег „МаЬегппдетогрже ^апгяаЪНрге ЛиЙояипд Нпсагсг (ЛИеЬип- 
веп" (вКгипдеЪеНсЬке Йег Асайсиме Дег'МУмйспвсЬаПеп ги ВегИп, 1884, 8. 1179). 

**) См. „Ех1гаМя йе 1е11гев <1е М. СЬ. Не г ш Не а М. ЛасоЫ виг (НЙегеп*8 оЬ]е<а Де 
1а (Ьсопе без оотЬгеа" ^оигпа1 {. (1. МаШетайк, Ш. 40, 8. 261). См. также статью Н ег т 1 с еа: 
„8иг Пп1го<1исН(ш йев уапаЫса сопИписн йапз 1а (Ьсопе с1еа потЬгез" ^оита1 Г. (1. МагЬешайк 
Ш. 41, & 191). 
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(Х+Х'у+ХЦ) 2 + 1 (X' 2 +Х' 2 ) и (Х+Х'<?+Х"Ъ) 2 + (Х+Х'у'+ХЦ') 2 + ^ X" 2 

съ перемЪннымъ параметромъ А. Если определять последовательно для различ- 
ныхъ значешй параметра А системы значений перемЪнныхъ, которымъ соотв*т- 
ствуютъ шиита этихъ квадратичиыхъ формъ, то получаемыя такимъ образомъ 
системы значенШ X, X' и X" б у дуть удовлетворять соответственно неравенству 
(1) и неравенствамъ (2). 

Совокупность д*Ьйств!Й, при помощи которыхъ получаются последовательные 
шпигаа квадратичиыхъ формъ съ перемЪинымъ параметромъ, составляетъ алго- 
риомъ НегппЪе'а. 

Какъ припципъ Б1Г1сЫе1;, такъ и принципъ НеггаНе'а имЪютъ 
каждый свое самостоятельное значеше и прилагаются къ различнымъ вопросамъ 
теорш чиселъ *). 

Прекрасное изложеше применешй принципа 1)Й1сЫе1 къ общей теорш 
алгебраическихъ чиселъ можно нагйти къ книгЬ: „УоНевип^еп йЬег 2аЫеп- 
(Ьеопе уои Г^еипс ОтсЫе*' 4 (8ирр1сгаеп4 XI, § 181 и 183. У1ег*е 
Аийа#е, Вгаип8сЬ\уе1#, 1894). 

Е. Золотаревъ въ сочипеши: „Объ одномъ неопред'Ьленпомъ уравнеиш тре- 
тьей степени" (С. Петербургъ, 1869 г.) прим'Ьпилъ припципъ НегтКе'а къ 
разыскание алгебраическихъ единицъ, зависящихъ отъ корня уравнешя р 3 =Л **). 

Для разыскашя алгебраическихъ единицъ на основаши принципа Нег- 
шКе'а весьма важно им*ть способъ, который давалъ бы вел последователь- 
ные тшта формы при непрерызпомъ изменении параметра, способъ же, пре- 
дложенный Золотаревымъ для получеши последовательныхъ тйиша формъ, нуж- 
дается въ дополнеши (впрочемъ нисколько не измепяющемъ сущности этого спосо- 
ба) для того, чтобы при помощи видоизмененнаго способа получались все после- 
довательные тшта формъ. 

СЬагуе въ еочинети: Ве 1а гёДисйои (1еа Гогтев ^иа(1га1:^^ие8 (егпаь 
гев ровШуев е4 (1е 1еиг аррИсайоп аих итайоипеНев (1и (генвюше Дс#гё" 
(8ирр1. аи Т. IX. (1ев Аппа1е& 8е1еп(;. <1е Г Есо1е Хогта1е Зирёпеиге, 
1880) применилъ принципъ Н е г т 1 I е'а къ вычислешю алгебраическихъ еди- 
ницъ, зависящихъ отъ корня уравнешя 3-й степени, какъ съ отрицательным*, 
такъ и съ положительнымъ днекриминантомъ. Для этой ц*ли СЬагуе воспользо- 



*) См. напримъфъ, статьи: Н. Мп1}соот8к1 г Ь"еЪег сНи розЖуеп ^^1а(1^аН^сНеп Когшеп 
ипд иЪег кеКепЬгисЬаЬпНскеп А1еогШ1тпсп п (Лоигпа! I <1. МаИштяик, Ш. 107, 8. 278) и „ТЬео- 
гбтеа апвипё^иса" (С. К. Т. 112. р. 209). 

**) См. также: Е. Золотаревъ „Теорш ц*лыхъ комплексныхъ чиселъ съ ириложе- 
шемъ къ интегральному исчмелсшю" (С.-11етсрбургъ 1874, § 20). 
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валея способомъ приведешя положительныхъ тройничныхъ квадратичныхъ формъ, 
предложеннымъ 8 е 1 1 з п &•' о и ъ *). 

Для определения алгебраическихъ единицъ, зависящихъ отъ корня уравнешя 
3-й степени съ отрицатедьнымъ дискриминантомъ, С Ь а г V е разсматриваетъ 
формы съ однимъ переменнымъ параметромъ. Определяя для каждаго значешя па- 
раметра приведенную квадратичную форму эквивалентную данной, СЬагуе полу- 
чаешь безконечный рядъ приведенныхъ формъ в доказываешь, что подстановки, 
при помощи которыхъ получаются все эти приведенный формы, повторяются пе- 
рюди чески. При помощи этихъ подстановок С Ь а г V е находитъ подстановку, 
определяющую основную алгебраическую единицу. 

Недостатокъ способа СЬагуе'а состоитъ въ томъ, что онъ вычисляешь 
приведенный формы не для того, чтобы получить последовательные ништа дан- 
ной формы (какъэто делаешь Золота ре въ), а для того, чтобы получить полную си- 
стему приведенныхъ формъ, изъ которыхъ получаются все остальпыя приведен- 
ный формы при помощи периодически повторяющихся подстановокъ. Между гЬмъ 
значение принципа Не г т Не 'а заключается въ томъ, что каждой алгебраи- 
ческой единице соответствуешь при пекоторомъ значенш параметра шЫгаига 
разсматриваемой С Ь а г V с' о м ъ квадратичной формы. Упуская изъ виду главную 
цель получешя приведенныхъ формъ, С 11 а г ус безъ нужды усложняешь вычи- 
сления, и вследств1е этого очень часто оказывается, что среди вычисленныхъ при- 
веденныхъ формъ находится форма, пишпшт которой определяешь основную ал- 
гебраическую единицу, а между шЬмъ но способу СЬагуе'а вычислешя нужно 
продолжать еще дальше, пока не получится полная система приведенныхъ 
формъ, изъ которой выводятся все остальным формы при помощи периодически по- 
вторяющихся подстаповокъ. 

Существенный недостатокъ принципа Н е г т 1 1 е ' а въ практическомъ 
отношен 1 и заключается въ томъ, что съ измЬнешемъ параметра одни коэффи- 
циенты формъ быстро увеличиваются, друпе уменьшаются, такъ что оказывается 
необходимымъ или заменять полученный формы новыми, вычисленными съ боль- 
шею точностью (какъ это делаешь СЬагуе), или же преобразовывать формы, умно- 
жая ихъ коэффпщенты на некоторый алггбраичешя числа. После такого прео- 
бразовашя все коэффициенты формы приходится вычислять снова, что весьма за- 
трудняешь ходъ вычислсшй. 

Для определешя алгебраическихъ едииицъ, зависящихъ отъ корня уравнешя 
3-й степени съ положительнымъ дискрпмипантомъ, С Ьагуе разсматриваетъ 
формы съ двумя переменными параметрами, но вопроса о разыскашн основной си- 



*) См. 8 в 1 1 1 п #: „ЦеЪег (Не Ыпагеп игк1 1егпагеп аиайгайвсЬеп Гогтеп" (Лоигпа! {. й. 
Ма1Ьета«к, Вй. 77, 8. 143) 
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стемы единицъ касается лишь поверхностно и, по наш ему мн-Ьнпо, не даетъ спо- 
соба для его р*шен1я. 

Полагая въ основаше нашихъ изсл*дованШ особенную точку зр*Н1я на алго- 
риемъ непрерывныхъ дробей, мы предлагаемъ новое его обобщеше. 

Къ новой точки зр4шя на алгориемъ непрерывныхъ дробей приходимъ, раз- 
сматрнвая въ отдШ I на стоящ а го сочинешя значешя ковар1антныхъ формъ 

а> = ХХ-М> и ш' = ХХ'+*У (3) 

при ц*лыхъ рацюнальныхъ значешяхъ перем*пныхъ X и X 1 . Предполагая, что 
системы (X, |х) и (X', у!) пенриводимыя, мы изъ системъ (<о, со') зпаченШ ко 
вар1антныхъ формъ (3) при всевозможпыхъ значешяхъ нерем'Ьшшхъ X и X' 
не равныхъ нулю одновременно выдЬдяемъ системы, представляюпия относитель- 
ные пишша этихъ формъ, при помощи слЬдующаго опредЬлешя *). 

Если при нтоторыхъ значешяхъ перемшныхв X и X 1 коваргантныя 
формы (3) получаютъ татя значенгя (о ии>' , что нельзя найти цплыхп 
рацгональныхз чиселъ I и1\ удовлетворяющих^ одновременно неравенствами 

I а+^11 1 < | »о| 1* I й!+*у | < |<| , 

то числа со и со„ мы называема относительными тгпгта'ми коваргант- 
ныхд формъ (3) или, символически, системы формъ 

X, [1 



Г 'Ч- 



Системы (со, со') и ( — со, — со') не считаемъ различными, разсматриваемъ 
же совокупность (5) всЬхъ системъ, нредставляющвхъ относительные шппта и 
удовлетворяющих!» условию (О ^> 0. 

Вс* системы совокупности (#) мы располагасмъ въ безконечпый рядъ 

... (<*>_,, «>:_,), (» , »;), (со,, «',), ... (I) 

удовлетворяющШ услов1ямъ: 

•••<|»'-1|<К1<1«;|<--- } 

Систему (со 4+1 , (о^, ), сл*дующую въ этомъ ряду за системой- (со*, со*), 
мы называемъ 1-й системой смежной съ (<о*, щ), а систему (со*..,, со^,) — 2-й 
системой смежной съ(со*, о>1). 

Оказывается, что вс* системы ряда (I) могутъ быть получены изъ каждыхъ 
двухъ смежныхъ системъ ряда (I) при помощи алгориома непрерывныхъ дробей. 



*) Ср. Е. 3 о л о т а р е в ъ: „Объ одиомъ ыеопрсдЬ.юнноагь уравыеши и т. д/ (стр. 66). 
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Это замечательное свойство системъ ряда (I) даетъ возможность установить но- 
вую точку зрЬшя на алгориемъ пепрерывныхъ дробей. 

Алгориомъ пепрерывныхъ дробей составляешь совокупность дтствш, 
при помощи которьш по данным* двумя смежными системами ряда (I) 
определяются: кат система, следующая въ этомъ ряду за данными систе- 
мами, такь и имъ предшествующая *). 

Такимъ образомъ открывается путь къ обобщен 1Ю алгориема непрерывныхъ 
дробей. 

Снособъ для получешя системъ знлченш ковар1антныхъ формъ (3) смежныхъ 
съ данной системой, принадлежащей къ совокупности (#), вытекаетъ изъ следу- 
ющей основной теоремы отдела I. 

Если системы (со , (о,',) и (со,, о)',) представляютъ относительные тг- 
тта коваргантныхъ формъ (3) при значенгяхъ переменныхъ 

Х — р ,Х'=ро и Х = р 1} Х' = р\ 

и система (со,, <»)') есть первая система смежная съ системой (со , оО, 
то определитель 

Ро р\ 

по численной величине равенъ единице. 

Эта теорема даетъ возможность вычислять последовательно всЬ системы ря- 
да (I), когда известны дв* камя нибудь смежный системы этого ряда. 

Для получешя двухъ какихъ нибудь смежныхъ системъ ряда (I) мы пользу- 
емся свойствами привсденныхъ системъ ковархантныхъ формъ. 

Систему коваргантныхъ формъ (3) мы называемъ приведенной систе- 
мой 1-го рода, если (X, X') и (ц, ц') принадлежать къ совокупности (#) и 
при томъ ([а, [л') есть 1-я система смежная съ (X, X'); если (ц, ц') есть 
2-я система смежная съ (X, X'), то систему формъ (3) называемъ приведен- 
ной системой 2-го рода. 

Коэффициенты системы ковар1антныхъ формъ, представленной въ нормаль- 
номъ виде 

V 



к;]- 



удовлетворяютъ условхямъ 

0<<р<1 и <р'<-1, (4) 



*) Эти свойства системъ ряда (I) представляютъ обобщена свойствъ носхЪдовательныхъ 
гашипа линейной Формы Х+Х<р при д'Ьлыхъ эначешяхъ нсрсм*нныхъ, на который первый обра- 
тилъ вннмаше Ъадгап^е. См. „АсШюпз аих еТётсп^з д'ЛДОЪгс 67Еи1ег" (Оешгсв йе Ьа- 
ётаи^е риоНёев раг 8егге1, Т. VII, р. 45). 

п 
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когда эта система приведенная 1-го рода, и ушшямъ 

<р>1 и 0>(р'>-1, (5) 

когда эта система приведенная 2-го рода. 

Иы пришли такимъ образомъ къ неравенствам!», которымъ удовлетворяюсь 
корни р = — <р и р' = — <р' уравнешя 

пр» + 2Ьр + « = 0, (6) 

когда неопределенная квадратичная форма 

аХ^ЬХХ'+сХ* = а(Х+Х'ч)(Х+Х'у') 

удовлетворяетъ условьямъ приведешя Сгаиае'а *). Корни уравнетя (6) удовле- 
творяюсь неравенствамъ (5), если Ь >0, и перавенствамъ (4), если 6< 0. 
Въ отд*л* II мы разсматриваемъ ковар1антныя формы 

а) = Х\+Х'\ь+Х"ч и и' = Х(1'+1"1)+Х\т'+т"ь)+Х\п'+п , '1) (7) 

и на эти системы формъ раснространяемъ вс* определения, предложенныя нами въ 
отд*л* I. 

Такъ же, какъ и въ отд*л1> 1, мы разсматриваемъ совокупность (6") вс*хъ 
системъ (со, о)'), представдяющихъ относительные пишта ковар1антныхъ формъ 
(7) и удовлетворяющихъ условш со > 0. Всё эти системы мы располагаемъ 
въ рядъ 

... (а>_ 1? ш^)? К, <й' ), («!,»;)... (I) 

посл*довательныхъ относительныхъ пишта ковар1антныхъ формъ (7). 

Для получешя системъ этого ряда смежныхъ съ данной системой мы пользу- 
емся следующей основной теоремой отдела П. 

Если системы (со , <о^) и (со,, (о,) представляютз относительные тпг- 
пгша коваргантныхд формъ (7) при значемяхъ перемъняыхъ 

Х=р , Х = р' , Х"=$ и Х = Р1 , Х'=р\, Х"=2/1 

и система (со^ со',) есть первая система смежная съ (о) , ш»), то числа 

р'оР'1 - Рор\ у Р"р1 - Рор'1 *> Рор'г - рор1- 

не имгьютъ общаю дтлителя. 

Вонросъ о разыскаиш системъ смежныхъ съ данной сводится, на оеиованш 
этой теоремы, къ преобразовашго системы ковар1аптныхъ формъ при помоиш под- 
становокъ вида 



*) См. О а и 8 в: „ОК^швШопез апйипеисас" (§183) и Ь с ^ е и п е Ш г 1 с Ы е 1: „ЯаЫеп- 
гЬеог1в п (§ 74, У1в1*е АиЙаво). 



XI 
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Предлагаемый нами алгориемъ для опредЪлешя коэффищептовъ подстановки 

1 р Т ; 

О р' Т ' | = ± 1 
О р" т"! 

соетовтъ въ сущности изъ двухъ алгоривмовъ; первымъ определяется: 1-я систе- 
ма смежная съ данной; вторымъ — 2-я система смежная съ данной. 

Оба эти алгориема формулированы въ §§ 28 и 33. 

Въ отд*л* II мы выводимъ услов!я необходимый и достаточныя для того, что- 
бы системы кова]нантныхъ формъ были эквивалентны, и примЪпяемъ подученные 
результаты къ системамъ формъ, зависящимъ отъ корней уравнения 3-й степени 
съ отрнцатедьнымъ дискриминантом ь. Мы доказываема что при преобразовали 
такихъ системъ съ помощью предложенныхъ нами алгоривмовъ всегда получается 
радъ периодически повторяющихся приведенныхъ системъ. 

Въ этомъ же отдЪлЪ мы даемъ способъ для получешя основпой алгебраиче- 
ской единицы и способъ для опредЪлешя числа классовъ не эквивалептпыхъ идеа- 
довъ разсматриваемой кубической области. 

Въ отдШ III мы разсматриваемъ ковар1антпыя формы 

ю = Х\+Х'\ь+Х\ и' = Х\'+ХУ+Х"\>' и а>" = Х\"+Ху+Х"у". 

Понят1е объ относительныхъ тшпва'хъ этихъ формъ, совокупности (#) си- 
стемъ, представляющихъ относительные шшппа, о смежныхъ системахъ этой со- 
вокупности и т. д. мы устанавливаемъ, обобщая опредЪлешя, преддоженныя въ от- 
дЪлахъ I и II. 

Преобразуя при помощи даппаго нами въ отделе ПК алгориема (§ 52) систе- 
му ковархаптныхъ формъ, коэффищенты которой зависятъ отъ корней уравнешя 
3-й степени съ положитедьпымъ дискриминантомъ, мы доказываемъ, что такимъ 
образомъ всегда получается рядъ псршдически повторяющихся приведенныхъ си- 
стемъ. Изъ разсмотр*шя двухъ рядовъ приведенныхъ системъ мы выводимъ спо- 
собъ для получения основной системы алгебраическихъ единицъ и для определения 
числа классовъ не эквивалентныхъ идеаловъ разсматриваемой области. 

Известно, что при разыскаши основной системы единицъ этой кубической 
области по способу В1псЫе1; приходится находить ппшпшт п*котораго опре- 
д'Ьлителя, составденнаго изъ догариомовъ модулей двухъ какихъ нибудь незавиеи 
мыхъ единицъ *). 



*) См. ЬеЗ еппе Б1 ПсЫсе: „гаМепИкюпе" (§ 183, 8.601. У1ег*с Ливане). 



хп 



Предлагаемый нами способъ подучешя основной системы единицъ, по нашему 
мтгЬшю, представляетъ интересъ, помимо практическая удобства, еще въ томъ от- 
пошенш, что для получешя основной системы единицъ по этому способу оказыва- 
ется ненужнымъ разыскаше наименьшаго значения определителя БичсЫе!;. 



Настоящее сочинение было совершенно закончено и начато печаташемъ, когда 
въ Варшав* былъ полученъ № 2 13-го тома журнала: Аппа1е8 Зсхепй^иев Йе 
ГЕ(Ч)1о Ыогта1е 8ирёпеиге. 

Въ этомъ помер* помещена статья: Н. МлпкотевЫ ^СгёпёгаНзайоп 
Де 1а Шёопе Дев Ггасйопа сопНпиев" (р. 41). 

М1пко\г8к1 разсматриваетъ въ этой стать!; главнымъ образомъ кова- 
р1аптныя формы, которыя мы разсматриваемъ въ отд*л* III. Свои изсл'Ьдовашя 
М1пко^ак1 облекаетъ въ геометрическую форму, при чемъ осповиой задачей 
ставитъ оирсд-Ьлеше параллелепипедовъ особаго рода, которые онъ называетъ „ра- 
га11е1ёр1рёйе8 ех1гёте8 в . 

Не трудно убедиться въ томъ, что совокупность такихъ параллелепипедовъ 
определяете совокупность системъ относительныхъ тинша, которую мы называ- 
емъ совокупностью (#). Если положить въ основание понят1е о смежныхъ систе- 
махъ, установленное нами въ отд*лЬ III, но прибавить услов1е, что системы смеж- 
ны взаимно, то окажется, что М1лко^8к1 даетъ способъ для получешя различ- 
ныхъ системъ смежныхъ съ данной. Алгориомъ, который предлагаетъ Миь 
ко^вкг, существенно отличается отъ алгоритма, предлагаемаго пами, такъ какъ 
Млпкотувкг опред*ляетъ т* системы, которыя мы не считаемъ смежными съ 



Въ заключение зам*тимъ, что ве* почти предложения М 1 п к о те 8 к I въ 
своей стать* даетъ безъ доказательствъ. 

Г. Вороной. 



Варшава, 24-го Мая 1896 года. 
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ОТДЪЛЪ I. 

Последовательные относктелыые шшша снстежы ковашантныгь фощъ 

а» = .ХХ + .Х'|1 и а>' = ХХ' + .ХУ 

щи йшъ щишныи значишь перегёншхъ. 



О системе иовар1антиыхъ формъ 

X, р. 



Г 'Ч 



II. 

Мы разсматриваемъ ковар1антныя формы 

коэффициенты воторыхъ удовлетворяю тъ слЪдующвмъ условшсъ: 

1) X, [х, X' и |д/ дМствятельныа числа; 

2) определитель 

X |1 



(1) 



X' ||/ 



= % 



не равенъ нулю; 
3) системы 

неприводимыя *). 



(А,*) И (X', (I 1 ) 



*) Система (X, /х) называется неприводимой, если равенство XX + X ц = О не возможно 
ни при какихъ рацюнальныхъ значешяхъ ХиГ одновременно не равныхъ нулю. Ср. Ь е- 
3 е и п е Б 1 г 1 с Ы е 1: „УегаЦветешегипк етев 8а1гев айв Лег ЬеЬге Vоп аеп КеиепЬгисЬеп пвЪяе 
ешдееп Апигепашдееп аиГ Ше ТЬеопе 4ег 2аЫеп" (ОиасЫег'в \Уегке, Вй. I, 3, 633). 

1 



— 2 — 

Символомъ 

-X, (1 



Г ' М 



обозначимъ систему коваргантныхъ формъ (1). Перем1шнымъ X и X' 
будемъ давать только ц*Ьлыя ращональныя значешя. Совокупность зна- 
ченш о) и о/ ковар1антныхъ формъ (1) при н-Ькоторыхъ значетяхъ пе- 
ремЬнныхъ X и X' согласимся называть системой (го, со'), а числа: о) пер- 
вымъ и со' вторымъ — элементами системы. 

Относительные гшшта системы новар1антныхъ формъ. 

§ 2. 
ОпредйЛвнге. Пусть при нтюторыхь значетяхъ перемттыхъ 
X и X коваргантныя формы 

и> = Х\+Х 1 \1 и и' = Х\'+Ху (1) 

получаютъ такгя значенья о> и (.%, что нельзя найти цъмыхъ ра- 
цгоналъныая чиселъ I и ^, которыя удовлетворяет бы одновременно не- 
равенствами 

|Л+^|<|о)о| и |еХ'+<>'|<К|- 

Такгя числа со и а>' условимся называть относительными тгпг- 
та! ми системы коваргантиыхъ формъ 

X, [1 



1.x', у] 



(2) 



Значенгя коваргантиыхъ формъ (1) равныя нулю исключаются 
изъ разсмотруьнгя *). 

Если <о и о>о относительные ппшта системы ковар1антныхъ формъ 
(2), то числа — (о и — со„ также относительные тшшша той же систе- 
мы ковар1антныхъ формъ. Условимся не считать различными системы 
(<о , а>о) и ( — «) , — о>о). Въ иосл'Ьдующемъ изложены мы выбираемъ 
изъ двухъ системъ (<о , со^) и ( — со , — о>о) ту, первый элементъ кото- 
рой положительное число. 

§ 3. 

Обозначимъ черезъ (#) совокупность вс г Ьхъ системъ (со, со') значе- 
ний ковар1антныхъ формъ (1), иредставляющихъ относительные ппшта. 



*) Ср. Е. Золотарев ъ: „Объ одномъ иеопред*лениомъ уравнение третьей стопени г . 
(С.-Петербургъ. 1869 г. Стр. 66). 



— 3 — 

Лемма /. К* совокупности (8) принадлежит* конечное число 
систем*, элементы которых* со и со' по численной величины меньше 
данных* чисел* г и е'. 

Лемма эта есть частный случай болЬе общаго предложешя, заклю- 
чающагося въ томъ, что неравенства 

|Л+*>| < е и |Л'+*'{*/| < е', 

на основанш § 1, возможны только при конечномъ числЬ значенш ц г Ь- 
лыхъ ращональныхъ чиселъ I и ?. 

Лемма II. Если система (со, со') значенш коваргантных* форм* 
(1) не принадлеэюит* к* совокупности (#), то среди систем* совокуп- 
ности (8) можно найти систему (со*, (0^), элементы которой по чис- 
ленной величить меныие чисел* | со | и |о>'|. 

Такъ какъ но нредположешю система («), со') не принадлежитъ къ 
совокупности (#), то, на основаши § 2, можно найти цЬдыя ращональ- 
ныя числа 1 и ^ , удовлетворяйся неравенствамъ 

0<«вХ+<1|1<|»| и |«Д'+«вр/|<|»'|. 

Обозначимъ 

Если система (<о , о>^) не принадлежитъ къ совокупности (&), то 
существуетъ система (со^ со{) значенш ковар1аитныхъ формъ (1), эле- 
менты которой «>! и со', удовлетворяютъ неравенствамъ 

О < о), < (1> и |о>',| < |шц|. 

Если система (<о м со») не принадлежитъ къ совокупности (5), то су- 
ществуетъ система (а> 2 , со',), при чемъ 

0<о> а <а>, и |ю'*| < |а>',|. 

Рядъ такихъ системъ 

К, Оо), (о)„ ш',) ; (0)„ О)',), ... (3) 

не можетъ быть безконечпымъ, такъ какъ по условш существуютъ не- 
равенства 

| СО | > С0 > СО, > <1>э > - • • I 

I »'|> К1 >К.|>1»Н >■••)■ 

ПослЬднш членъ ряда (3) есть система, принадлежащая къ сово- 
купности (а§) и удовлетворяющая услов1ямъ леммы. 

Лемма III. К* совокупности ($) принадлежит* безчисленное 
мнооюество систем*, первый элемент* которых* меньше даннаго числа 



— 4 — 

е, и безчисленпое множество систем*, второй элемент* которых* по 
численной величины меньше г'. 

Можно найти сколько угодно цЪлыхъ рацюнальныхъ чиселъ I и ^, 
удовлетворяющихъ неравенстваиъ 

О < <Х+*> < е. 
Обозначимъ 

о) = а+*'р и о)' = А'+<У - 

Если система (со, со') не принадлежать къ совокупности (#), то, на 
основанш леммы П-й, существуетъ система (со , со^), принадлежащая къ 
совокупности (#) и элементы которой удовлетворяютъ неравенствамъ 

О < <о < «л и |<| < |а>'|. 

Поэтому система ((%, со^) удовлетворяешь условшмъ леммы. 

Полагая е = о> , подобнымъ же образомъ найдемъ систему (о)!, о),]*, 
принадлежащую къ совокупности (>Ь Г ) и которая также будетъ удовле- 
творять услов1ямъ леммы. 

Очевидно теперь, что можно найти сколько угодно системъ, при- 
надлежащихъ къ совокупности (5) и удовлетворяющихъ услов1лмъ леммы. 

Лемма IV. К* совокупности {8) принадлежишь безчисленное 
мнооюество системъ, первый элемент* которых* не меньше данного 
числа е, и безчисленное множество систем*, второй элемент* кото- 
рых* по численной величины не меньше е'. 

Эта лемма легко доказывается на основанш леммъ 1-й и II 1-й. 

ЛвММй V. К* совокупности {8) принадлежите конечное число 
систем*, первый элемент* которых* не меньше даннаю числа, г, но 
меньше е 17 и х конечное число систем*, второй элемент* которых* по 
численной величины не меньше е', но меньше е',. 

Пусть (со, со') какая нибудь система, принадлежащая къ совокупно- 
сти (&) и первый элементъ которой удовлетворяете условш 

О <: о) < е. 

Бели система (со*, со'*) удовлетворяетъ услов1ямъ леммы, то 

е < ш* < е„ (4) 

и потому 

О < ш< а>*. (5) 

Такъ какъ система (<о, , <о*) принадлежитъ къ совокупности (5), 
то, на основанш § 2, при существовали неравенствъ (5) необходимо 

К1<К1. (6) 
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На основанш леммы 1-й, къ совокупности (5) принадлежите ко- 
нечное число системъ, элементы которыхъ удовлетворяюсь неравенствамъ 
(4) и (6). Лемма такимъ образомъ доказана. 

О смежныхъ системахъ совоиупности (Я). 

§ 4. 
Возьмемъ какую нибудь систему (о> , со!,), принадлежащую къ сово- 
купности (#). На основаши леммы Ш-й § 3, существуетъ безчислен- 
ное множество системъ, принадлежащихъ къ совокупности (#) и первый 
элементъ которыхъ меньше со . Среди такихъ системъ можно найти 
систему, второй элементъ которой имйетъ наименьшую численную ве- 
личину. Для того, чтобы въ этомъ убедиться, найдемъ какую нибудь 
систему (со,, ы' к ) совокупности (6"), удовлетворяющую условш 

О < т < щ. 

Предположи мъ, что второй элементъ системы (о>,, со*) не имйетъ 
наименьшей численной величины, т. е. существуетъ система (о> л , о>^), 
принадлежащая къ совокупности (6") и элементы которой удовлетворя- 
юсь неравенствамъ 

0<й) А <й) И |»1|<|«*|. 

На основати леммы 1-й § 3, число такихъ системъ конечно, и 
между ними можно найти систему (со,, со',), второй элементъ которой 
им-ветъ наименьшую численную величину. Система (со,, с»') и будетъ 
искомая; ее назовемъ первой системой смежной съ системой («> , со!,). 

Нодобнымъ же образомъ убеждаемся въ существованш системы 
(<о_„ ш!,), второй элементъ которой но числепной величине меньше числа 
|а>«|, а первый элементъ им'Ьетъ наименьшую величину. 

Мы будемъ называть систему (со_„ о>!_,) второй системой смежной 
съ системой (ш , со„). 

Понят1е о смежныхъ системахъ совокупности (/?) можно также уста- 
новить при помощи сл г Ьдующаго опред^летя. 

Опредлмнге. Если система (со , со^) принадлежишь къ совокуп- 
ности (#), то всегда можно найти только одну систему (со,, ю',) зна- 
ченгй коваргантпьисъ формъ 

о > = ХХ+Х , 11 и ш' = ХХ'+*У, (1) 

элементы которой удовлетворяют^ слчъдующим* условгямь: 

1) < со, < ш ; 
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2) ни при какихъ цпыгыхъ рацгопальныхъ значепгяосъ I и 1 пера- 
веиства 

I а+г'\к\ < а> и | л'+*у| < | »'| | 

не могутъ существовать одновременно. 

Система (щ, со',) принадлежишь къ совокупности (6 Т ), и эту систе- 
му мы называема первой системой смежной съ системой (со , со^). 

Всеьда моокто найти только одну систему (со^, со'.!) значенгй ко- 
варшптпыхъ формъ (1), элементы которой удовлетворятотъ слпдую- 
щимъ услотямъ: 

1) |«Ч<|<|; 

2) ни при какиосъ щьлыхъ рацгональныхъ значен* яхъ I и I' не/ ра- 
венства 

|Л+«>| < ш^ и |&'+'У| < К| 

не могутъ существовать одновременно. 

Система (со_,, со!_,) принадлежгтгъ къ совокупшкхпи (Л>), и эту 
систему мы называем?* второй системой смежной съ системой (со в , со^). 

Изъ этого опред'Ьлен1Я слЬдуетъ: 

1. Если система (со* +1 , со^ +| ) есть первая система смежная съ 
системой (со,, со^), то система (со,, со^) есть вторая система смеж- 
ная съ системой (щ^ , <^ +1 ). 

2. Если система (щ± п й>*-н) есть первая система смежная съ 
системой (со,, со^), а (со, со') какая нибудь другая система значет'гс 
коваргантныхъ формъ (1), то при существовати неравенства 

|о>| < (О* 

должно существовать неравенство 

НЖ+.1- 

3. АЪт системы (со*, со^) м (<о, +1 , со'^ +1 ) смежный, то числа цъ к и. 
со *+' различным знаковъ. 

По условш 

а>* > ш А+ 1 > О, 
и потому 

|*Ц<|»*+1|. (2) 

Такъ какъ 
и равенство 
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очевидно невозможно, то необходимо: 

|ю1-Ю*+1| > |ю*+1|- 

На основанш неравенства (2) убеждаемся въ томъ, что числа со^ и 
со^ +1 раздичныхъ знаковъ. 

Последовательные относительные гштта системы новарвантныхъ формъ. 

§ б. 
Пусть (со , 1%) какая нибудь система, принадлежащая къ совокуп- 
ности (Л>). Найдемъ первую систему смежную съ (о> , ©>!,). Пусть эта 
система (со,, Со',). Найдемъ первую смежную съ ней систему (со 2 , со!,) и 
т. д. Получимъ безконечный рядъ системъ 

(со , ш^), (со,, <а\), (ю,, (о' 2 ) ; ... (1) 

элементы которыхъ удовлетворяютъ неравенствамъ 

(о > со, > ш а > • • • I 

1«;|<1»'.1<1«я<---|" 

Къ ряду (1) принадлежатъ всЬ системы совокупности (#), первый 
элементъ которыхъ меньше перваго элемента системы (со , со!,). 

Предположимъ, что среди системъ совокупности (#) можно найти 
систему (со, со'), удовлетворяющую условш 

О < (о < (0 

и не заключающуюся въ ряду (1). На основанш леммы У-й § 3 убеж- 
даемся въ томъ, что въ ряду (1) можпо найти двЬ смежныхъ системы 
(со*, со^) и («>*+,, со^Л оиредЬляемыхъ услов1емъ 

щ > со > (0*4-1 , 

и потому на основанш § 4 (слЬдств1е 2) получаемъ 

|(о'| > 1(0,4., |. 

Неравенства 

0<(Оа4-'< <0 и | ю *+|| < |ю'| 

невозможны одновременно, если только система (со, со') принадлежите 
къ совокупности (5). Следовательно, система (<о, со') находится въ ря- 

ДУ (1). 

Найдемъ вторую систему смежную съ системой (со , со!,). Пусть 

эта система (со_,, со1,). ЗатЬмъ найдемъ вторую систему смежную съ 

системой (со_„ со!_,). Пусть эта система будетъ (со_ 2 , °>-0 и т. д. 
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Получаемъ бесконечный рядъ системъ 

(Ю , ">о) 7 («-1» й >-1) > (^-2, Ю-з)> .- (2) 

элементы которыхъ удовлетворяют^ неравенствамъ 

й) < 0>_, < 0)_ 2 < 

|Шо| > |«-1| >|С0'_ 2 | > 

Къ ряду (2) принадлежать веЬ системы совокупности (#), первый 
элементъ которыхъ больше перваго элемента системы (ш , ш^). 
Соединяемъ ряды (1) и (2) въ одпнъ рядъ 

... (со_ 2; а>1 2 ), («0-1, ю-0, (й) 0? соо), (со,, со',), (о> а , а>' 2 ), ... (I) 

Рядъ (I) .нъг называеш рядомъ тюсл^ъдователъныхъ отпосителъ- 
нъгссъ тгпгта значтгй коваргантныхъ формъ 

а> = хх+х'[1 и <»' = х\'+ху. (3) 

Этотъ рядъ обладаетъ следующими свойствами: 

1. Рядъ (I) можно продолжать сколь угодно далеко, кат вправо 
такъ и влгьво отъ каждаю члена ряда. 

2. Кбэффицгенты системъ ряда (I) удовлетворяют^ неравен- 
ствамъ 

• - • > С0_ 2 > <!>_, > ш > а>! > Ш1 > • • ■ I 

... < |со!_ 2 | < (ю!,! < К| < |ш' х | < |ш 2 | < ... Г 

3. Каждый ч.генъ ряда (I) есть система значетй коварган/т- 
ныхъ формъ (3), принад.ьежащая къ совокупности (#), и наоборотъ 
каоюдая система совокупности (8) принад.ьежитъ къ ряду (I). 

4. Илъ двухъ рядомъ стонщихъ системъ ((о*, щ) и (10*4-17 и^+О Р я ' 
да (I) система (со^,, со^,) есшъ первая система смежная съ системой 
(со*, (о^); наоборотъ (<о*, со^) вс/нь вторая система смежная съ систе- 
мой (С0* +П 0>*4-»)' 

5. Если пюдстановка 

а Р -=ы 

а' р' 

преобразуете систему кпваргантныхя формъ 

\, у. 






в» эквивалентную ей систему 



*ч> V-' | ^4) 
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то ряд* тюслгъдователънызя относительных* тгпгта значепгй нова- 
ргантных* формъ (4) тождествен* с* рядом* (I). 



О значешяхъ перемЪнныхъ, иоторымъ соотвЪтствуютъ относительные тМта 
системы иоыцнантныхъ формъ. 

§ в. 
Основная теорема. Если системы (<о , соо) и («)„ а>|) представ- 
ляют* относительные тгпгта коваргантпых* форм* 

а> = ХХ+Х>. и <ъ' = Хк'+Ху (1) 

при зпачепгяхъ переменных* 

Х =^Х'=^ и Х=р х ,Х'ъ= Р \ 

и система (со,, со',) есть первая система смежная с* системой ((о , (о!,), 
то определитель 

ро Рг 

Рор\ 

по численной величить равен* единицы. 

Зам'Ьтимъ прежде всего, что числа р и р' не могутъ им*ть обща- 
го делителя. Цредположимъ, что числа р и р' имйютъ общимъ д4ли- 
телемъ число 8. На основами равенствъ 

ш = рок+ро М ^= РьК+р'о К*' 
у /0) гоЛ 

убеждаемся, что въ этомъ случав система 1-у, -у 1 представляетъ зна- 
чения коваргантныхъ формъ (1) при ц$лыхъ ращональныхъ значен1яхъ 
перемйнныхъ 1и1, и такъ какъ очевидно 



О < -у < со и 



6 



<0' 



то система (со , (о' ) не можетъ представлять относительныхъ шииша ко- 
вар1антныхъ формъ (1). Подобнымъ же образомъ убеждаемся въ томъ, 
что числа р г и р\ не могутъ им&гь общаго делителя. 
Обозначимъ для краткости 



Ро Рх 
р'ор\ 

Число е не можетъ быть равно нулю, такъ какъ изъ равенства 

РоР'х-РоРг — О 



(2) 
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ОТДЪЛЪ I. 

Последовательные относительные шшша снстены ковашантныхъ Фошъ 

ю = .ХХ + .Х> и а>' = ХХ' + .Ху 

щн йлыгь щоншнш значешяхъ иерейшыгь. 



О сметен* иовар1аитиыхъ формъ 

X, (1 



Г 'Ч- 



Мы разематрнваемъ воваргантныя формы 

ш = х\ + х , р и о> г = а;х'+Т|1', 

коэффищенты воторыхъ удовлетворяютъ слйдующимь условЧямъ: 

1) X, р., X' и р.' действительный числа; 

2) определитель 

X (1 



(1) 



X' ц/ 



= х 



не равенъ нулю; 
3) системы 

неприводимый *). 



(Х,^ И (X', ,1/) 



*) Система (X, /1) называется неприводимой, если равенство XX + Л ц. — О не возможно 
ни при какихъ рацюналлыхъ значешяхъ X и X одновременно не равныхъ нулю. Ср. Ь е- 
3 е и п е Б 1 г 1 с Ы е 4: „Уега11#ететегпп# етев 8а1гев айв дег ЬеЬге топ деп КеМепЪгйсЬеп пеЬв1 
ет^еп Авггешдип&вп аиГ 61е ТЬеойе йег 2аЫеп п (ОМсЫег'в \Увгкв, Ъй. I, 8. 633). 

X 
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эквивалентными ей системами вида 



г со*, <о* + , "1 
1-ю*, <*>*+! -Г 



въ которыхъ (ш*, о>1) и ((0*+,, с©1 +1 ) смежныя системы совокупности (5), 
или, что одно и то же, ряда (I) (§ 5). 

Замйняемъ систему (1) эквивалентной ей системой 



[соо, «>1 1 



(2) 



Согласно съ обозначеньями предыдущаго параграфа полагаемъ 

р = 1, & = и р г =0, р\ = 1. (3) 

Пусть ((о 2 , со' 2 ) первая система смежная съ системой (со,, со',). 
Предположимъ также, что система (<о 2 , о> 2 ) нредставляетъ значешя 
коваргантныхъ формъ (2) при 

X = р 7 и Х'=р' 2) 
такъ что 

о> а == р ъ <а + 2^'з «>| И о> 3 = |) а С1)о + Р-2 «! . 

На основанш теоремы предыдущаго параграфа, определитель 

Р* Р> 

равенъ по численной величин* единице, и потому на основанш (3) на- 
ходимъ 

Следовательно: 

СО, = =±= СОо+^О)! И С0 2 = =±= Шо +1>1^| . (4) 

Число со, удовлетворяете условш: 

О < ю 3 <С со,. 

Равенства (4) могутъ быть удовлетворены только при верхнихъ зна- 
кахъ у чиселъ <о и со^. 
Допустимъ, что 

0) 3 = _(0 + р 3 С0| И С0 2 =с — 1йо+У 2 Со',. 

На основанш неравенствъ 

О < ш а < С1>1 < ю 
убеждаемся въ томъ, что въ этомъ случае р'? есть положительное число 
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не равное нулю. Мы доказали раньше (§ 4, сл4дств1е 3), что числа 
(Оо и со, различныхъ знаковъ. Поэтому на основанш равенства 

о> 2 = — со;+2?' 2 <«>1 

приходимъ къ заключению, что числа со', и со 3 однаго знака. Это не- 
возможно, если системы (со,, со',) и (со 3 , со',) смежный. 

Итакъ коэффищенты системы (со 2 , со' 3 ) определяются равенствами 

о>а = ш + $ а>! и со'з == <*>0 + рз 0»| 

или равенствами 

0) а == 0) — 8<1>1 И 0> а = 0>о — ЙО)', 

но замени числа р\ числомъ — 8. 

Целое положительное число 8 определяется неравенствами 

Такимъ образом^ приходимъ къ следующему результату: 

Посл1ьдовательиые относительные ттгта системы коваршнт- 
ныхъ формъ (1), слгъдующге въ ряду (I) (§ 5) за системами (со , (й ) и 
(со,, о)',), вычисляются при помощи алюривма пепрерълтъгэсъ дробей. 

Посмотримъ теперь, какъ вычисляется система (со_,, со!,), пред- 
шествующая въ ряду (I) системамъ (со , со^) и (со,, со',). 

Цредположимъ, что система (со_ м со'_,) представляетъ значетя ко- 
вар1антныхъ формъ (2) при 

Х — р^ и X 1 = р'- 1у 
такъ что 

ш_! = р-1 со + р'- х 0>1 и <о'_, = р_, (й' + р-1 со', . 

На основашя теоремы § 6, определитель 

Р-1 Ро 
Р'-у Ро 

по численной величине равенъ единице, и потому на основанш равенствъ 
(3) будетъ 

р'-г = =±= 1. 

Такимъ образомъ находимъ 

<!>_, = Р—\ «о =*= «>1 И (0^1 = Р-1 0>^ =±= 0>1 . 

Такъ какъ (со_,,со1,) по условно есть вторая система смежная съ 
системой (со , со' ), то имеютъ место неравенства 

ю_, >й) >(о 1 >0 и I с*>^_х I < |шо| < [«II; 
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кромй того числа <«!_, и <ь' различныхъ знаковъ. Поэтому необходимо 
ш_! = а>! + 8'<о и а>!_, = &[ + §'<«>!,. 
Ц'Ьлое положительное число 8' определяется неравенствами 

о <!«>',! -8>'о|<|а>;|. 

Приходимъ къ следующему результату: 

Послуьдовательные относительные тгпгта системы коваргант- 
ныхъ формъ (1), предшествующа въ ряду (I) системам* (о> , со^) и 
(со,, со',), вычисляются при помощи алгориома непрерывных* дробей. 

Такимъ образомъ, зная дв* смежныхъ системы ряда (I), мы можемъ 
найти сколько угодно системъ, принадлежащихъ къ этому ряду. Оста- 
ется найти способъ для опредйлетя двухъ какихъ нибудь смежныхъ си- 
стемъ ряда (I). Вопросъ этотъ на основанш теоремы § 6 можно фор- 
мулировать еще слЬдующимъ образомъ: 

Требуется найти подстановку, которая преобразуешь данную си- 
стему коваргантныхъ формъ 

X, |1 



Г 'Ч 



въ эквивалентную ей систему 

(5) 






гдгь (ш*, (0^) и ((0*+,, (о^,) смежныя системы совокупности ($). 

Рбшеше этого вопроса основано на особенныхъ свойствахъ системъ 
формъ (5). 

Приведенный системы иовар!антныхъ формъ. 

§ 8. 
Опредиленге. Систему коваргантныхъ формъ 



& ;•] 



(1) 



называет приведенной системой 1-ю рода, если (X, X') и (|1, [л') отно- 
сительные тгпгта значенгй коваргантныхъ формъ (1) и при томъ 
(|х, ц/) есть первая система смежная съ (X, X'). 

Систему формъ (1) нашваемъ приведенной системой 2-ю рода, 
если ([л, |х') есть вторая система смежная съ (X, X'). 

Теорема. Для того, чтобы система ковар1аптнъгхъ формъ (1) 
была приведенной системой 1-го рода, необходимо и достаточно, что- 
бы коэффицгентьг ея удовлетворяли сл1ъдующим& условгямъ: 
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Ь > |* > О, |Х'| < |||/| и числа X' и |х' различным знаком. (2) 

Когда система (1) приведенная система 2-ю рода, эти условгя 
заменяются слгъдующими: 

О < X < {1, |Х'| > |||/| и числа V и [д/ различных* знаком *). (2') 

На основаши § 4 убеждаемся, что приведенныя системы удовлетво- 
ряюсь условшмъ теоремы. Нредноложимъ, что коэффищенты некоторой 
системы (1) удовлетворяют^ услов1ямъ (2). 

Докажемъ, что въ этомъ случай системы (X, X') и (ц, ц/) представ- 
ляютъ относительные шшюа ковар1антныхъ формъ (1). Если бы, на- 
ирюгЬръ, система (X, X') не представляла относительныхъ ппшта кова- 
ргантныхъ формъ (1), то, на основаши § 2, существовали бы цЬлыя ра- 
щональныя числа I и г 7 , удовлетворяющая неравенствамъ 

|а+^|<х и |*х'+*У1<|х'|. 

На основаши условш (2) очевидно, что ни число *, ни число (! не 
можетъ быть равно нулю. Если I и ^ не равны нулю и одного знака, 
то первое неравенство невозможно, а если I и 1! различныхъ знаковъ, 
то второе неравенство невозможно. Следовательно (X, X') есть система, 
представляющая относительные пишша ковархантныхъ формъ (1). Такъ 
же убеждаемся въ томъ, что (|х, [л') есть система, представляющая отно- 
сительные тшшта коваргантныхъ формъ (1). 

Остается показать, что ({л, \у!) есть первая система смежная съ си- 
стемой (X, X'). На основанш условш (2) убеждаемся, что ни при какихъ 
ц&лыхъ ращональныхъ значешяхъ I и I' неравенства 

|*Х-И>|<Х и |Л'+*У|<||1'| 
не могутъ существовать одновременно. Но условш 

0< |1<Х, 

следовательно, на основанш § 4, ({л, [л') есть первая система смежная 
съ системой (X, X'). 

Такимъ образомъ, но самому определенно, система ковар1антныхъ 
формъ 

X, [1 



IV, |«.* ^ 



*) Эта теорема устанавливаете» соотношеше между приведенными системами- ковар1ант- 
ныхъ Формъ и приведенными неопределенными бинарными квадратичными Формами: 

См. О а а в в: „Х^шзШопев агНптейсае", § 183 и Ье^еипе Б 1 г 1 с Ь 1 е I: „ЕаЫепЛеопе" 
§ 74. 8. 176. (У1ег1е Ливане, 1894). 
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у 



есть приведенная система 1-го рода. 

Подобнымъ же образомъ доказывается и вторая часть теоремы. 
Замтате. Если 

приведенная система 1-го. рода, то 

приведенная система 2-ю рода. 

§9. 

Основываясь на теорем!), доказанной въ предыдущемъ параграфе, 
можно каждую данную систему коваргантныхъ формъ 



Г 'Ч 



преобразовать въ эквивалентную ей приведенную систему 1-го или 2-го 
рода. 

ЗамЪндемъ данную систему формъ эквивалентной ей системой 



г х 0> х, 1 
1.x;, х;]' 



(3) 



гд4 



1 
01 


} 


1 
-1 


7 


-10 
1 


> 


-1 
0-1 


? 


1 

1 


1 


1 
-1 


10 -1 
, |1 


? 



Хо > ^! > 0. 

Такую замену всегда очень легко сделать одной изъ подстановок*: 

0-1| 

-1 0|. 

Если бы оказалось, что числа Х' и X', различных* знаковъ и при томъ 

М<|М|, 
то система (3) есть приведенная система 1-го рода. Предположим*, что 
Хо и X] различных* знаковъ, но 

№1>|М|. 
Въ этом* случай подстановка 



1 

1 -8 



(4) 



делает* систему (3) приведенной системой 1-го рода. ЦЬлое положи- 
тельное число 8 определяется изъ услов1я 
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о < Хо - ал, < л,. (5) 

Предположим?., что л« и X', одного знака. Систему (3) преобра- 
зуем'* подстановкой 

1 I 

1 -8.1 
въ систему 

Л, , А а 



ГА,, Л э -| 



(6) 

Зд'Ьсь 

Х 2 = Х -8 Х 1 и Х' а = Х'о-8 Х' 1 . (7) 

Цйлое положительное число 8 определяется неравенствами (5), и 
потому 

X, > Х 3 > 0. 

Если теперь X', и Х' а различныхъ знаковъ, то систему (6) дйлаемъ 
приведенной системой 1-го рода подстановкой (4). Предположимъ, что 
Х' 2 и Х 2 одного знака. На основанш (7) получаемъ 

|х;|<|хц и |х;|<|хц. 

Систему (6) цреобразуемъ подстановкой 

1 

1 -8, 

въ систему 

л 2; л 3 



Г*., А.1 

ы, ли 



И т. д. 

Радъ получаемыхъ такимъ образомъ системъ 

[л!'л']' ["'"л']' [л'\ Х ']'- (8) 

коэффшценты которыхъ Х„, Х ; м X,,... одного знака, не можетъ быть без- 
конечнымъ, такъ какъ иначе существовали бы неравенства 

Х > X, > X, > • • 

|^|>|х;|>|х;|>.. 

Намъ известно (§ 3), что существуетъ конечное число системъ 
значетй ковар1антныхъ формъ (3), элементы которыхъ удовлетворяютъ 
этимъ неравен ствамъ. 

Последняя система ряда (8) 
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[**, **+> 1 

можетъ не быть приведенной, но во всякомъ случа-Ь числа К и Х' к+1 бу- 
дутъ различиыхъ знаковъ. Преобразовавъ эту систему иодстановкой 

О 1 
1-3.' 

получимъ приведенную систему 1-го рода. 

Шдобнымъ же образомъ можно преобразовать каждую данную си- 
стему ковар1антныхъ формъ въ приведенную систему 2-го рода. 

Приходимъ къ следующему результату: 

При помощи алюривма непрерывных?* дробей каждая данная си- 
стема коваргантныхъ формъ можетъ быть преобразована, какь въ при- 
веденную систему 1-ю 1н>да, так* и въ приведенную систему 2-ю рода. 

Эквивалентный системы новар1аитныхъ формъ. 

§ Ю. 

Цредположимъ, что тих 7 каюя нибудь числа не равный нулю. 
Если система (со, со') представляетъ относительные пишта коваргант- 
ныхъ формъ 

X 



Г 'Ч 



(1) 



при нйкоторыхъ значешяхъ перем'Ьнныхъ X и X, то при гЬхъ же зна- 
чен1лхъ перемйнпыхъ система (ко, т'со') представляетъ относительные 
шиита коваргаптныхъ формъ 



гтХ , Г11 1 



(!') 



и наоборотъ. 

На этомъ основанш условимся не считать различными системы ко- 
варгантныхъ формъ (1) и (Г), каыя бы значешя ни имЬли числа х и т'. 

Системы ковар1антныхъ формъ (1) и (1') мы будемъ заменять си- 
стемой 



[!::■]■ 



гд* 



V- , V-' 

*-Х и *= 7" 



I 
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Въ дальнМшемъ мы будемъ говорить, что, производя такую замЬну, 
мы приводимъ систему вовар1антныхъ формъ 

X, 11 



въ нормальному виду 



Г 'Ч 

I- 1, ?Ч 



Соответственно съ этой новой точкой зрЪшя на одннавовыя систе- 
мы ковар1антныхъ формъ иы расширяемъ поняпе объ эквивалентных* 
системахъ вовархантныхъ формъ. 

Опредпленге. Мы называет системы ковартнтпыхъ форма 






(2) 



эквивалентными, если существует* подстановка 

а р 



а' р' 



= ±1 



съ цтьлыми рациональными поэффщгентсьмщ которая одну иэъ этихъ 
систему напримгьрь первую, преобразовываешь въ систему 

ГТХ,, 1(1,-1 

Представ и мъ эквивалеитныя системы (2) въ нормальномъ виде: 

1.1, <р'] И 11, ч\\ 



Зд-Ьсь 



Система 



подстановкой 






*-* 



X' 












5 = 



а р I 
а' р'| 



= =Ы 



(3) 



(4) 



по услов1ю приводится еъ виду 



I.*, ту,]' 
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Зд*сь 

г = а+а'<р, т' = а+ау и т<р, = р+РУ *У = Р+РУ- 

Оказывается такимъ образомъ, что (т, т') есть система значетй кова- 
р1антныхъ формъ (3) при ц'Ьлыхъ ращональныхъ значешяхъ перемЗш- 
ныхъ Х=а и Л''=а'. 

Система ковар1антныхъ формъ 

•1, * 

подстановкой /& -1 , обратной подстановке (4), очевидно приводится къ 
виду 



Г1, Ь1 



(5) 



1 



V 7-* 



и потому I— > ^г) есть система значешй ковар1антныхъ формъ (5) при 
ц'Ьлыхъ ращональныхъ значешяхъ перем'Ьнныхъ. 



§ и. 

РЬшимъ сл'ЬдуюшДй вопросъ: 

Даны системы аовархантныхъ формъ 



1, Ф 






(^ 



требуется узнать, эквивалентны ли эти системы или н'Ьтъ? Замйтимъ 
прежде всего, что на основанш § 9 мы всегда можемъ найти приведен- 
ную систему 1-го и 2-го рода эквивалентную данной системе. Поэто- 
му мы можемъ заменить данный системы (6) эквивалентными имъ при- 
веденными системами, наприм'бръ, 1-го рода: 

-1 > Ы „ ГЬ ♦ 



Г1,«Р.1 и П,Ь1 



(7) 



Найдемъ рядъ (I) последовательных'* относительныхъ шпш зна 
ченш ковархантныхъ формъ 

■1, Т 



и, «ри 

11усть этотъ рядъ (I) (§ 5) состоитъ изъ системъ 
... (»_,,' »!,), (<о , <а' ), («>,, <о',), ... 



(8) 



(9) 
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Зд*сь 



о>о = 1, а>о = 1 и а), = <р,, в), = <{>',. 
На основанш § 8, системы ковар!антныхъ формъ 



гсо , о),"| га,, (1)о"| 



(Ю) 



приведенный системы 1-го рода. На основанш § 6, эти системы эквива- 
лентны систем* формъ (8). ВсЬ системы ряда (10) представляемъ въ 
нормальномъ вид*. Нолучаемъ рядъ приведенныхъ системъ 1-го рода: 



[\^\Г [\,$У и*;! ••• 

Коэффищенты этихъ системъ, на основаши § 8, удовлетворяют* услов1ямъ: 

<: <р* <: 1 и <р* <: — 1 (* = 1, », з, ...». 

На основаши § 7, каждая система этого ряда получается изъ пред- 
шествующей подстановкой вида 

1 

1 -5 



НапримЬръ, система 



получается изъ системы 



подстановкой 



10 1 I 
1-в, ' 



въ которой ц4лое ращональное число 8, определяется иэъ неравенствъ 

0< 1 — 5,ср 1 < <р,. 

Это иреобразоваше мы будемъ производить еще слЬдующимъ обравомъ: 
Систему 






подстановкой 



преобразуем* въ систему 



1 

1 



6. 
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I?;, 1-Г 

Полученную систему представинъ въ нормальвомъ ви/,$. Эта система 
делается приведенной системой 1-го рода подстановкой 

1 -8,1 
О 1| 

Ц'Ьлое ращональное число 8, опредвляемъ изъ услови 

О <-«,+ — <1. 
Составляемъ затвмъ рядъ приведенныхъ системъ 2-го рода 

ГО»,,»-,"! ГШ_„ *_■, 

Эти системы представляемъ въ нормальиомъ вид*. Пол у чае мъ рядъ при- 
веденныхъ системъ 2-го рода 



1> <Р-П р, <Р~>1 



Коэффициенты этихъ системъ, на основаны § 8, удовлетворяют уело- 

В1ЯМЪ 

<р_* > 1 и 0><ри>— 1 (* = !,»,»,...). 

Каждая система этого ряда получается изъ предшествующей при 
помощи подстановки 

01 
18'' 

Мы это преобразоваые будемъ производить слйдующимъ образомъ. 
НапргагЬръ, систему 

1, *-1 






подстановкой 



преобразуемъ въ систему 



10 II 
|1 0| 

Приведя эту систему къ нормальному виду, преобразуемъ ее въ приве- 
денную систему 2-го рода подстановкой 
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|18'| 
10 1 Г 
Ц-Ьлое положительное число Ъ' опред'Ьляемъ изъ условгя 

0>8'+4-> -1. 

Подобнымъ же образомъ, начиная съ ириведенной системы 1-го рода 

1, ФГ 



[!;;;]■ 



составляемъ рядъ 

1, Ф. 1 Г1, Ь 



11,$ У 1.1, #У 



приведенныхъ системъ 1-го рода в радъ 

1, ф_, -1 Г1, ф-, 



г1, <|>_, | г1, ф_,-| 



приведенныхъ системъ 2-го рода. 

Теорема. Для тою, чтобы системы коваргантныхъ формъ 






бьглгг эквивалентны, необходимо и достаточно, чтобы ряды сооттьт- 
стветю эквивалентных^ имъ приведенныхъ системъ 1-го рода 

[:;1;Н^]-- 

удовлетворяли слгъдующимъ условгямъ: 

или <р*+» = ф, и <р*+< = ф{ (» = 1, », з, . .о, 

или <р< = ф л+| - и $ = ф)ц_,- (» =1,8,»,.. о. 

Подобными же условгямъ долонты удовлетворять ряды приведен- 
ныхъ системъ 2-ю рода *). 

Данныя системы зам4няемъ эквивалентными имъ приведенными си- 
стемами 1-го рода 



Ц *и и, фи 



*) Ср. Ь а & г а п к е: „КесЬегсЬев <Г АгНЬгаёШще" (ОеиУгев, Т. Ш, р. 728) и О & и | а: 
я Б1в<1швШ<шев агШипейоае" (§ 193). 
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Если эти системы эквивалентны, то и данныя системы будутъ эквива- 
лентны, и наоборотъ. Поэтому очевидно, что услов1я теоремы достаточ- 
ны для того, чтобы данныя системы коваргантныхъ формъ были эквива- 
лентны. Нужно только показать, что эти услов1я необходимыя. 
Предположимъ, что система ковар1антныхъ формъ 

■1,* 






(13) 



подстановкой 

преобразуется въ систему 

1,Ф 



= =Ы (14) 



Г 'Н 



Система (13) поел* подстановки (14) принимаетъ видъ 






(15) 



(16) 



Зд4сь 

т = а+а'<р, и т' = а+ау,. (17) 

Поэтому, если систем* (13) соотв&гствуетъ рядъ 

... (ш_„ с^,)* К, О, (»|, а'О, ... (18) 

посл'Ьдовательныхъ относительныхъ пишта, то систем* (16) будетъ со- 
ответствовать этотъ же рядъ посл'Ьдовательныхъ относительныхъ пишта, 
а рядъ посл'Ьдовательныхъ относительныхъ пишта значенш системы 
формъ (15) будетъ 

... (-»-!, 7 <0 -')> (т" ' ?"Ч' (т*" 7 й> ' 1 )' '" (19) 

Такъ какъ (х, х'), на осповаши (17), есть система значетй кова- 
ргантныхъ формъ (13) при ц'Ьлыхъ ращональныхъ значешяхъ перемЬн- 
ныхъ и система формъ (16) приведенная 1-го рода, то система (х, х') 
представляетъ относительные шиита этихъ формъ, и потому находится 
въ ряду (18). 

Обозначнмъ 

X = €0* и т' = О)*, (20) 

следовательно, на основаши (16), 

тф, = со* +1 и т'ф', = Ц4-, . (21) 
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1-й случай: &>0. 
Приведенную систему 

когда она представлена въ нормальномъ вид*, мы обозначаемъ 

("1, ?*+!] 

Съ другой стороны, на основаши равенствъ (20) и (21), эта си- 
стема будетъ 

и потому 

Очевидно, что при веЬхъ значешяхъ г = 1, 2, 3, ... будутъ су- 
ществовать равенства 

П-й случай: к < 0. 
Въ ряду (19) система (~ а> *7 7 е0 *)' на основан * и (20), будетъ (1, 1). 

Поэтому система (—<**+>* ^м-ч, на основанш (21), будетъ (ф„ ф',). 
Представивъ въ нормальномъ вид* систему воваргантныхъ формъ 



7 Й> *+ А > 7 е0 * 4 "* 4 * 1 



^н*^"**** 1 



(22) 



при пологительномъ значенш Л получимъ по нашимъ обозначешянъ си- 
стему 



Г 1> Кн 1 



Полагая А = — &, получинъ систему 

1, Ф-*+ 



Г1> *-*+.] 
Цф-Ч-.-Г 
Съ другой стороны при А = — Л; система (22) принимаетъ видъ 



1 

— < 



1 
1,1, 
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или въ нормальномъ вид-Ь: 



Г 1,ср, 1- 



1,<Р 

Поэтому 

Ь = Ф~*+1 и <р', = фи +1 . 

Теперь очевидно, что при всЬхъ значетяхъ г= 1, 2, 3, ... существуютъ 
равенства 

ср < = ф_ н . < и $ = фи-н. 

Подобнымъ же образомъ доказывается и вторая часть теоремы. 

Услов1Я необходимыя и достаточныя для того, чтобы рядъ приведенныхъ си- 
стем» ковар1антныхъ формъ состоялъ изъ перюдичесни повторяющихся 

членовъ. 

§ 12. 

Доказанная въ предыдущемъ параграфе теорема даетъ возможность 
узнать, эквивалентны ли данныя системы коваргантныхъ формъ или нЪтъ, 
въ случаяхъ, когда въ соотв&гствующихъ имъ безконечныхъ рядахъ при- 
веденныхъ системъ число различныхъ системъ конечно. Когда коэффи- 
щенты системъ формъ какк угодно числа, ряды приведенныхъ системъ 
могутъ состоять изъ безчисленнаго множества различныхъ системъ, и 
сколько бы мы ни нашли такихъ системъ, нельзя утверждать, что сл4- 
дуюпця системы не будутъ удовлетворять услов1ямъ теоремы § 11. По- 
этому весьма важно знать, въ какихъ случаяхъ въ безконечныхъ рядахъ 
приведенныхъ системъ число различныхъ системъ конечно. 

Теорема. Для тою, чтобы рядъ приведенныхъ системъ нова- 
ргантньгхъ формъ 

1-го или 2-ю рода эквивалентным данной системгь 

1, <Р 






(2) 



состояли изъ пергодичестси повторяющихся членовъ, 'необходимо и до- 
статочно, чтобы коэффицгепты системы (2): <р и <р' были сопряжен- 
ныя алгебраическгя числа, зависящгя отъ корней неприводимаю урав- 
ненгя 2-й степени съ полооюительнымъ дискриминатаомъ. 

Предположимъ, что въ ряду (1) находятся двй тождественныя си- 
стемы 



— 27 



гь<м и р»м 



такъ что существуютъ равенства 

<р* = ?*+* и Т* = ?и-л • 

На основанш способа получешя системъ ряда (1) (§ 11) убеждаемся 
въ томъ, что при значешяхъ 1 = 1, 2, 3, ... существуютъ равенства 

если А>1, то существуютъ кромЬ того равенства 

ф*-> = ?*+*-> и ?*-* = ?*-*-»-* о = »• * * - ! >- 

Въ разсматриваемомъ случае рядъ (1) состоите изъ иершдичесви 
повторяющихся системъ 

Г 1 »*»] Г 1 '*'] Г 1 ' **1 
Ц^Г [1, &У '" и, ? и 

Предположимъ, что система 

% Ь 

подстановкой 



[,';:;] 



5=1* М = ±1 (4) 

| а' р' I 

преобразуется въ систему ей тождественную 

и «Р-+.-Г 

Система (5) послъ- подстановки (4) принимаетъ видь 

Здесь 

Я = <х+а'<р„ # = а+а'<р', и ,В<р. +1 = р+р'<р., Щ'п+* = Р+РУ.- 
И такъ какъ по условно 

<Рв+1 = <р1 И <Р«+1 = ?1 > 

ТО 

а+а' Ь = Е, аЧ-а'<р; = В и р+р'<р, = Ар,, Р'+РУ. = Яу«- ( 5 ) 
Исключая <р, изъ равеиствъ 

а+а'^1 = Е и р+Р'<р> = -Е<р1, 



иолучикь уронете 
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*-Е, а! 



= 



* , г-я 



Этажу же уракнетю удовлетворяет* ^Г у следовательно Е ш Е сопря- 
женный алгебраически единицы. Не трудно убедиться въ томъ, что 
полученное квадратное уравнеше неприводимое и «о дискриминанта 
его положительное число. 

Ни осяоииши ривенствъ (5) находит 

-а+Е , -я+Е 

ъ =—- г - и ь = —- г — . 

Здксь а' очевидно не можеть равняться нулю, и потому <р, и % сопря- 
жешгая алгебраячеспя числа, принадлежащий къ той же области, къ ко- 
торой принадлежать числа Е и Е. 
Тажъ жажъ системы 



г *1 ■ г т, 1 



эжвивалентныя, то <р и <р' сопряженный алгебраичеспя числа, принадле- 
жаиця къ той же квадратичной области, къ которой принадлежать числа 

Первая часть теоремы такимъ образомъ доказана. 
Предположимъ теперь, что ср и <р' сопряженныя алгебранчеша чис- 
ла, удовлетворяющий неприводимому уравненш 2-й степени 

арЧ-2Ьр+с = 

съ положительнымъ дискриминантомъ. ЗдЪсь а, 6 и с цйлыя ращональ- 
ныя числа. 

Изъ предндущаго уравнешя находимъ 

-Ъ+УВ , -ъ-Ув 

т а т а 

Легко убедиться въ томъ, что коэффищенты приведенный системъ 
(1) будутъ сопряженными алгебраическими числами, принадлежащими къ 
той же квадратичной области, что и числа <р и <р'. При этомъ, если 
коэффищенты, напримЪръ, системы 






(6) 
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удовлетворяютъ уравненш 

а*р 2 + 2Ь 4 р + с* = 0, (7) 

то 

-Ъ±Ув , -Ъ кЧ =УП 



<Р* = и <р* = 

и к а к 

гд* 

I) = Ъ1 — а к с к 



(8) 



и1гЬетъ то же значеше, что и раньше *). 

Такъ вакъ система (6) приведенная 1-го или 2-го рода, то на ос- 
новами § 11 получаемъ въ 1-мъ случай неравенства 

. -Ь к =ьУп . -Ъ к ^МЪ 

0< — ■ — < 1 и — — < -1, 

а к а к ' 

во 2-мъ случай неравенства 

- 6 '* № >1 . 0>=Ь=!5.>_,. 



а к а к 

На основаши этихъ неравенствъ въ обоихъ случаяхъ находи 

\Ъ к \<УВ, \а к \<2УП и |с,|<2^5". 

Следовательно, число различныхъ уравненш вида (7) конечно, и потому, 
на основаши (8), существуете конечное число различныхъ системъ въ 
Ряду (1). 

Такъ же, какъ и раньше, убеждаемся въ томъ, что этотъ рядъ со- 
стоитъ изъ першдически повторяющихся системъ 



Г 1 **! Г 1 ' ?1 1 Г 1 ' **1 
11,$ У 11,$ У '" 1.1, 9'пУ 



О подстановкахъ, не изяЪняющихъ системы новар!аитныхъ формъ. 

§ 13. 

Предположимъ, что <р и <р' сопряженныя алгебраичесыя числа, удо- 
влетворяющая уравненш 2-й степени съ иоложительнымъ дискриминан- 
томъ. 

Если система коваргантныхъ формъ 



Г 1,т 1 



(1) 



*) Ср. Ь^еппеБ^сЫе*: „2аЫеп4Ъеог1е", § 73. 3. 174 (У1еНе АиЯа#е, 1894), 
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поели подстановки 



принимаетъ видъ 



5=1" М 
| ас' р' | 



(2) 






то мы говорнмъ, что подстановка (2) не измйняетъ системы (1) *). 
Условимся не считать различными подстановки 



а р 
а' р' 



-а -р 
-а' -р' 



Теорема. Всгь подстановки, не измтьняющгя системы коваргант- 
ныхь форж (1), могутя быть получены возвышенгемъ въ степень одной 
основной подстановка. 

Предиоложимъ, что системе (1) соответствуете рядъ приведенныхъ 
системъ коваргантныхъ формъ 



Г1| Ъ~] Г 1 '* 1 ! Г 1 '**! 



(3) 



1-го или 2-го рода, состоящш изъ п различныхъ пермдически повторя- 
ющихся системъ. Обозначимъ черезъ о* подстановку, которая преобра- 

зуетъ систему , въ систему I / , • 

На основан! и § 11, подстановка о* им-Ьетъ видъ 



о* = 



1011 
1 8 



Поэтому система 

Г1, <М 

послй подстановки о, обращается въ систему 

Эта система послЪ подстановки о 3 обращается въ систему 



(4) 



*) Это опредЪлсше обусловливается особенной точкой зрЪшя на одинаковый системы 
ковар1антныхъ Формъ, которая нами установлена въ § 10. 
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и т. д. Обозначим* черезъ /5 подстановку равную произведешю подста- 
новок 

8 = ъо, ...о я . 

Послй подстановки 5 система (4) принимаетъ видъ 

г Е, Е Ь 1 

1е, е&у 

гд* 

Е = ^^...^ п и В = ч>1ч\...1&. (5) 

На основанш § 12, Е и Е сопряженныя алгебраические единицы, опре- 
деляемый подстановкой #, такъ какъ подстановка $ не измЗшдетъ си- 
стемы (4). Очевидно, что при всякомъ цбломъ рацшнальномъ значеши 
числа и подстановка #" не измЬняетъ системы (4) и эта подстановка 
опред'Ьляетъ сопряженныя алгебраичесша единицы Е и и (Е*) и . 

Обозначимъ черезъ 2 какую нибудь подстановку, которая не измЬ- 
няетъ системы (4). Пусть этой подстановки соотвйтствуютъ сопряжен- 
ныя алгебраическ1Я единицы е и е'. 

Предположимъ для большей определенности, что рядъ (3) состоитъ 
изъ ириведенныхъ системъ 1-го рода. На основанш § 11, коэффищен- 
ты этихъ системъ удовлетворяют условхямъ 

0<<р*<1 и #<-1. (6) 

Поэтому на основанш равенствъ (5) 

0<#<1 и |Я'|>1. 

Если алгебраическая единица е не заключается въ форм г Ь 

то мы можемъ определить цЬлое ращональное число и изъ услов1я: 

1>\вЕ~"\>Е. (7) 

На основанш (5) и (6) можемъ найти въ ряду чиселъ 

1, ?1, <р!<р>, ..-, ?!?>...?« 
два числа 

удовлетворяющихъ условш 

ЧоЬ---9*>\ еЕ ~ и \ > ?о?1 •••?*+!> С 8 ) 

гд* 

О < й; < п и <р = 1. 
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Ни одно нзъ неравенствъ (8) не можетъ обращаться въ равенство, 
такъ какъ если, напртгЬръ, 

то въ ряду (3) системы 



Г 1 ' Т, 1 и Г 1 ' ? * +, 1 



были бы тождествены, что невозможно, если к<^п. 

Мы видели, что система (4) подстановкой равной произведенш под- 
становок с, о, ...с* преобразуется въ систему 

Обозначимъ 
По условш 






есть приведенная система 1-го рода, и потому системы (со*, со*) н 
(«>*+„ со^,) смежныя системы въ ряду (I) последовательны» относ ите ль- 
ныхъ шшта значенш коваргантныхъ формъ (4). На основаши нера- 
венствъ (8) и свойствъ ряда (I) (§ 5) убеждаемся въ томъ, что система 
[еЯГ*, е\Еу"\ значенш коваргантныхъ формъ (4) не можетъ представ- 
лять системы относительный пшшпа. Но алгебраическимъ единицамъ 
еЕ~~~ и е!{К)~^ соответствуешь подстановка 2ЙГ", которая системы 
формъ (4) не изменяете, и потому [еЕ~*, е'(Щ~*] есть система, пред- 
ставляющая относительные пшшпа коваргантныхъ формъ (4). Прихо- 
димъ къ противоречш, и потому неравенства (7) невозможны, то есть 
всегда алгебраическая единица е заключается въ форме 

а потому и подстановка 2 можетъ быть представлена въ видЬ 

2 = 3". 

ЗдЬсь и целое ращональное число положительное или отрицательное. 

Предположимъ теперь, что данная система (1) преобразуется въ 
систему (4) некоторой подстановкой Т 7 . Не трудно убедиться въ томъ 
что вс% подстановки, не изм'Ьняющш системы (8), получаются возвыше- 
шемъ въ степень основной подстановки 

Т8Т-\ 
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ПрмгЬнен1е алгориема иелрерывныхъ дробей къ рааыснаи1ю алгебраичеснихъ 

единицъ области алгебраичеснихъ чиселъ, зависящихъ отъ нория нвадратнаго 

уравнешя съ положительным» диснриминаитомъ. 

8 14. 
Предположим^ что ср и ср' сопряженный алгебраическая числа, удо- 
влетворяющая квадратному уравнешю съ положительнымъ дисвриминан- 
томъ. Требуется найти всЬ алгебраическ1я единицы вида 

Е = 1+*ч, (1) 

гдЬ I и 1! ц'Ьлыя ращональныя числа *). 

Въ предыдущихъ параграфахъ мы вид'Ьли, что каждая подстановка 
2, не изменяющая системы коваргантныхъ формъ 



УСЛ 



< 2 > 

опред г Ьляетъ некоторую алгебраическую единицу вида (1). Такимъ сно- 
собомъ могутъ получаться не всЬ алгебраичесшя единицы вида (1). Мо- 
жетъ случиться, что алгебраической единиц* Е будетъ соответствовать 
подстановка X не съ целыми коэффищентами, а съ дробными. Этихъ 
случаевъ мм разсматривать не будемъ. 

Мы будемъ разсматривать только такля системы ковар1антныхъ формъ, 
коэффищенты которыхъ удовлетворяютъ следующему условию: 

Если а. и а! татя ирьлыя ращональныя числа, что а+а'ср цгьлое 
алгебраическое число, то, катая бы значенгя пи импъш ирьлыя рацго- 
пальныя числа I и $, всегда мооюно найти цгълъгя рацгональныя числа 
X и X, удовлетворяющгя равенству 

(а+а'<р)(<+«'<р) = Х+Х'у. 
Наприм&ръ, система 






*) Въ томъ случай, когда <р = УЪ, вопросъ о разыскании алгебраическихъ единицъ вида 
/ -{- **<р сводится къ рЪшснцо уравнешя Ре1Га: Р — №* = ± 1 . 

Еще Е и 1 е г'у было известно, что рФшешя эти могутъ быть подучены при помощи равло- 
жени числа \ В въ непрерывную дробь, но только Ьа^гап^е первый доказалъ, что уравнена' 
/э _ /у* = \ всегда имЪетъ безчисленное множество рФшешй, и далъ Форму, въ которой заклю- 
чаются вс* эти р$шетя. См. ЬеоппагсН Е и 1 е г 1 соттепШишев апЧптейсае оо11ес1ае: я Бв 
аза поу1 а1 допита! т ргоЫетабе РеШапо воКепйо" (Т. I, р. 316) и „Бе гево1ийопе пггаНопаНит 
рег Ггас1юпе§ сопНпиаа, иЫ 81ти1 поуя ^иае<1ат еЬ ашрт1апз ареедеа пишпп ехропКиг" (Т. I, р. 670). 
Оеютев ае Ьартап^е: „8о1иИоп (Тип ргоЫете (ГагЦптёИаие я (Т. I, р. 671). п 8иг 1а во1ийоп йев 
ргоЫётев тйёЬепшпёя <1и аесопй 6е&гё" (Т. II, р. 377) и „ЛййШопв аих ё1ётеп*в й'аДОЪге сГЕи1ег И 
(Т. VII, р. б). 
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будетъ удовлетворять поставленному условш, если форма 

Хх + Хту 

есть ндеалъ *) области алгебраичесвихъ чиселъ, заключающихся въ 
форм* 

Х+Ху. 

Въ разсматриваемомъ ел уча* всякой алгебраической единиц* вяда 
(1) соотвЬтствуетъ подстановка 2 съ ц*лыми ращональными коэфф и рен- 
тами, не изменяющая системы (2), и потому, на основаши § 13, всякая 
алгебраическая единица е, принадлежащая къ разсматриваемои области, 
можетъ быть представлена въ вид* 

Для получешя основной единицы Е можно поступать сл*дующимъ 
образомъ. Нужно определить пертдъ различныхъ приведенныхъ системъ 
1-го или 2-го рода 



гъ<м гь<м 
и, 4 У '" Ц ?и 



эввивалентныхъ данной систем*. Обозначивъ 

получимъ сопряженныя основныя единицы Е и Е. 

Объ идеалахъ, принадлетащихъ иъ области чиселъ, зависящихъ отъ иории ива- 
дратиаго уравнен!я съ полошнтельнымъ дискриминантояъ. 

§ 16, 
Предположимъ, что 

ХХ+Х'р и ХХ.+Х^ 

идеалы, принадлежаице въ области алгебраичесвихъ чиселъ, зависящихъ 
отъ корня ввадратнаго уравнешя съ положительнымъ дисвримпнантомъ. 
Бейекпк! называете**) идеалы 

Х\+Х'р и ХК+Х'у* в (1) 

эквивалентными, если существуетъ алгебраическое число х цЬлое или 
дробное, принадлежащее къ той же области, что и идеалы (1), поел* 



*) См. Ь^еипеОвмсЫе!: п 2аЫеп*Ьеопе п , § 177. 8. 650 (У1ег1е Ливане, 1894). 
**) Тамъ-же: § 181. 8. 573. 
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умножешя на которое одинъ идеалъ делается тождественнымъ съ дру- 
гимъ. Поэтому, если идеалы (1) эквивалентны, то идеалы 

Хк+Х'\Ъ И ХкгХ+Х'фпТ 

тождествены, т. е. существуетъ подстановка 

а' Р' ' 

которая преобразуетъ линейную форму Хк-\-Х\ь въ форму Ххк^Хъ^. 
Обозначимъ числа сопряженныя съ X, (X, X, и (X, соответственно че- 
резъ X', |х', X, и р[. Составимъ системы коваргантныхъ формъ 

соотв4тствую1ЩЯ идеаламъ (1). 

Если системы ковар!антныхъ формъ (2) эквивалентны, то идеалы 
(1) эквивалентны, и наоборотъ. 

Мы показали раньше (§ 11), какъ применяется алгориемъ непре- 
рывныхъ дробей къ рЪшешю вопроса о томъ, эквивалентны ли данный 
системы ковар1антныхъ формъ или н&тъ. Изъ предыдущаго сл^дуетъ, 
что, рЬшивъ этотъ вопросъ, мы узнаемъ также, эквивалентны ли идеа- 
лы, соотвйтствуюпце этимъ системамъ формъ. 

Мы ограничиваемся этими указангями на приложешя алгориема не- 
прерывныхъ дробей къ теорш алгебраическихъ чиселъ квадратичной 
области. Въ слЪдующихъ отдЬлахъ настоящаго сочиневш мы иокажемъ, 
какъ применяются къ решешю соотвйтствующяхъ вопросовъ теорш ал- 
гебраическихъ чиселъ кубической области предлагаемые нами алгориемы, 
при помощи которыхъ определяются последовательные относительные 
шиита системъ коваргантныхъ формъ съ тремя переменными. 



ОТДЪЛЪ II. 
Последовательные относительные шшша системы ковашантныхъ фощъ 

ш = ХХ+Х'р.+Х'у и *»' = Х(1'+1'Ч) + X' (т'+т'Ч) + Х"(п'+«"0 

при цЬлыхъ шшальныхъ значешяхъ нерейяшыгь. 



О системе новар1аитиыхъ формъ 

Г Х у V- , * Л 

11'+1'Ч, т'+т'Ч, п'+п'Ч}' 

§ 1в. 

Въ этомъ отдЬлЬ мы разсматриваемъ ковар^антныя формы 

ш = ХХ+Х'р+Х"* и о>' = Х(1'+Р1) + Х'(т'+т'Ч) + Х''(п'+п'Ч), (1) 

коэффициенты которыхъ удовлетворяютъ слЬдующимъ услов1ямъ: 

1) X, р. и V д'Ьйствнтельныя числа, 1'-\-1'Ч, т'-\-т'Ч и п'~\~п"г ком- 



нлексныя числа; 




2) определитель 






X |1 V 




/' т! п' 




1" т" п" 



не равеиъ нулю; 

3) система (X, {1, V) неприводимая; 

4) при ращональныхъ значен1яхъ перем'Ьнныхъ X, X и X 1 равен- 
ство 

\Ц!'+1Ч) + 1' (т'+т'Ч) + {'(п'+п'Ч)\ = | Ь х (1'+1'Ч) + Ь\ (т'+т'Ч) + Щ(п'+п п г)\, 

въ которомъ знакъ | | обозначаетъ модуль комплексна™ числа, возмож- 
но только тогда, когда 
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Знакъ =ь для веЬхъ трехъ равенствъ имйетъ одно и то же значете. 
Мы будекъ- обозначать символомъ 

X 






систему коваргантныхъ формъ (1). 

На эти системы формъ можно распространить всё опредЬлешя, 
предложенный нами въ отдЬлЬ I для разсмотрЬнныхъ тамъ системъ 
формъ. Въ сл'Ьдующихъ параграфахъ мы только формулируемъ эти 
опредблешя и перечисляемъ сл г Ьдств1я, изъ нихъ вытекаюиця. 

Относительные пишта системы ковар'шнтныхъ формъ. 

§ 17. 
Опредп>летв. Пусть при тъкоторыссъ значетяхъ перемтънныхъ 
X, X и X 1 коваргантныя формы 

о» = ХХ+А>+Х"у и <й'^Х(1'+14)+Х\т'+т п ъ)+Х\п 1 +п"1) (1) 

получаютъ татя значенгя со и о>о, что нельзя найти цгълыхъ ра- 
цгональныяя чиселъ I, $ и *", который удовлетворяли бы одновременно 
неравенствами 

Татя числа <о и о>о условимся называть относительными тгпг- 
•та ми системы коваргантныхъ формъ 

Г х ' ^ ' у 1. (2) 

11'+Рь, т'+т'Ч, п'+п"г] К) 

Значенгя коваргантныхъ формъ (1) равныя нулю исключаются 
изъ разсмотрингя. 

Изъ двухъ системъ (со, о/) и ( — со, — а/) значенш ковар1антныхъ 
формъ (1) условимся разсматривать первую, если со > 0, и вторую, 
если со < 0. 

§ 18. 

Обозначимъ черезъ (#) совокупность всЬхъ системъ (о>, ю') значе- 
нш ковар1антныхъ формъ (1), представляющихъ относительные пишта. 

Лемма I. Къ совокупности (8) принадлеэюияпъ конечное число 
системъ, модули элемен/товъ которыссъ меньше данныхъ чиселъ е и е'. 

Лемма II. Если система (о>, ю') значенш коваргантныхъ формъ 
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(1) не принадлежит* к* совокупности ($), то среди системе совокуп- 
ности (8) можно найти систему (со*, (о^), модули элементов* кото- 
рой меньше чисел* | со | и | ю' |. 

Лемма III. К* совокупности (8) принадлежит* безчисленное 
множество систем*, первый элемента которых* меньше даннаю числа 
е, и безчисленное множество систем*, модуль второю элемента кото- 
рых* меньше е'. 

Лемма эта можетъ быть доказана такъ же, вакъ и соответствую- 
щая лемма § 3, если только будетъ доказано, что всегда можно найти 
цйлыя числа *, ^ и <", удовлетворяюпця неравенству 

0<Л+« г ц+Л<в, 

и числа, удовлетворяюпця неравенству 

\Ь(1'+1»$ + 1'(т'+т п 1) + (Г(п'+пЧ)\ < е'. 

Принимая во внимаше услов1Я § 16, въ существовали тавихъ чи- 
селъ уб'Ьждаемся на основаши принципа Б1г1сЫе1;*). 

Лемма IV. Л* совокупности (8) принадлежишь безчисленное 
множество систем*, первый элемента* которых* не меньше даннаю 
числа е, и безчисленное множество систем*, модуль второю элемен- 
та которых* не меньше е'. 

Лемма V. Е* совокупности {8) принадлежит* конечное число 
систем*, 7ьервый элемент* которыая не меньше даннаю числа е, но 
меньше е,. и конечное число сшщем*, модуль второю элемента кото- 
рых* не меньше е', но меньше е',. 

О сябжныхъ системахъ совокупности (5). 

§ Ю. 

Опредгьмнге. Если система (о> , (о,) принадлежишь къ совокуп- 
ными (8), то всегда можно найти только одну систему (а> 17 ю') зна- 
чений коваргантных* форм* 

ш = Хк+Х'р+Х"* и «>' = Х(1'+1Ч) + Х'(т'+т п 1) + Х п (п'+п п г) 7 (1) 

модули элементов* которой удовлетворяют* следующим* 2-м* условгямь: 

1) < 0)! < со ; 



*) Си. Ь е ] е и п е Б 1 г 1 с Ы е I: я Уега11#етешегип# етев За&ев айв <1ег ЬеЬге уоп деп 
КеиепЬгисЪеп пеЪв! ешдееп Апигепйивдеп аиГ (Не ТЬеопе йег 2аЫеп" (\Уегке, Вй. I, 3. 633). 
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2) ни при какихъ цгь/гыхъ рацгональньгхъ значенгяхъ *, ^ и V не- 
равенства 

| а+^+^У | < о) и | Щ'+1'Ч) + 1'(т'+т"г) + е'(п'+п*Ч) | < | о\ \ 

не могутъ существовать одновременно. 

Система (со 1? со',) принадлежите ш совокупности (#), и эту систе- 
му мы тшзываемъ первой системой смео/сной съ системой (со > со' ). 

Всегда моокто найти только одну систему (о>_„ со!,) значенгй ко- 
варгантныосъ форж (1), удовлетворяющую САУьдующимъ условгямъ: 

2) ни при какихъ цгьльгхъ рацгональньгхъ тачеигяхъ I, $ и V не- 
равенства 

| а+1'р+ь» у | <: <*>_, и \1 {У+Г1) + V (т'+т"г) + 1"(п'+п'Ч) | < К | 

не могутъ существовать одновременно. 

Система (со_,, 0)1, ) принадлежать къ совокупности {8), и эту 
систему мы называема второй системой смежной съ системой (со , С0о). 

Изъ этого опред'Ьлетя сл г Ьдуетъ: 

1. Если (со А+1 , со^ +1 ) есть первая система смеоюная съ системой 
(<*>*, <*>*)> то система (со*, а> к ) есть вторая система смежная съ си- 
стемой («>,+,, со^,). 

2. Если (а>*_|_,, о)^ +1 ) есть первая система смежная съ системой 
(о>*, со^), а (со, со') какая нибудь другая система значенгй коваргант- 
ньгхъ форжь (1), то при сугцествованги неравенства 

Н <С о>* 

должно сугцествовать неравенство 

К1 > 1-4+1 1- 

Последовательные относительные тодта системы ковар1антныхъ форяъ. 

§20. 

Пусть (со , со' ) какая нибудь система, принадлежащая къ совокуп- 
ности (#). Найдемъ первую систему смежную съ (со , соо). Пусть эта 
система (о> 1? со',). Найдемъ первую смежную съ ней систему (со 2 , со!,) и 
т. д. Получимъ безконечный рядъ системъ 

(<*>„, о*;,), (»„ <й\), (о) 2 , ш',), ... (1) 

Къ этому ряду принадлежать вс г Ь системы совокупности ($), пер- 
вый элементъ которыхъ меньше перваго элемента системы (а> , со^). 
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Найдемъ далйе вторую систему смежную съ системой (<о , (о^). 
11усть эта система ((о_,, о)1,). ЗатЬмъ найдемъ вторую смежную 
съ ней систему (о>_„ о>1 2 ) и т. д. Получимъ безвонечный рядъ системъ: 

(со , <й'о) 7 (о>_,Х-,), (<*_,, а>и), ... (2) 

Къ ряду (2) принадлежать веб системы совокупности ($), первый 
элемента которыхъ больше перваго элемента системы (о> , (й ). 
Ряды (1) и (2) соединяемъ въ одинъ безвонечный рядъ 

... (а>_ 2; а>и), (а^ш!,), (а> , а>;), (а>,, а>',), (а>„ а>',), ... (I) 

Рядъ (I) мы называема рядомъ поанъдователъпыхь относитель- 
ньыъ тиита значенш коваргантныхъ формъ 

ш = ХХ+Х'^+^'у и п' = Х(1'+1!'1) + Х'(т'+тЧ) + Х''(п'+п п г). (3) 

Этотъ рядъ обладаетъ следующими свойствами: 

1- Рядъ (I) можно продолжать сколь угодно далеко , кат вправо 
тат и влтьво отъ каждаю члена ряда. 

2. Модули элементов** системъ ряда (I) удовлетворяют^ нера- 
тшзнвамя 

• • • > 0)_ 2 ."> <о_, > ш > о>| > (л), :> • • • I 

... < |»и| < |»Ч < К1 < |»'.| < К1 < • •• I" 

3- Каждый члене ряда (I) есть система зпачепш коваргант- 
пшъ формъ (3), принадлеоюагцая къ совокупности (8), и наоборот* 
каждая система совокупности (8) принадлежишь къ ряду (I). 

4. Изь двухъ рядомб стоящихъ системъ ((о А , (п' к ) и ((о^.,, со^ +1 ) ря- 
*$а (Г) система ((о* +1 , <*>*-н) ест* первая система смежная съ системой 
(<о и т\)\ жюборотъ (со*, (о*) есть вторая система смежная съ систе- 
мой (а> н „ о>; +1 ). 

5- Если подстановка 



= =Ы 



а 


Р 


Т 


а' 


Р' 


Т' 


а" 


Р" 


т" 



преобразуете систему коваршнтныхъ уЗормь 

X 



1_г'+2"ь т'4-1»"», «'+«"и 



ев экшаалентную ей систему 

X, . 



Г *' ' |А ' ' *' 1 (4) 

11\ + 1'Ц, т'. + т'/ь п'. + м'/У' 
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то рядъ гюслгьдовательныхъ относительных* тгпгта значенгй кова- 
ргантныхь форм* (4) тождествет сз рядомь (I). 

О значен'мхъ переяЪнныхъ, которыяъ соотвЪтствуютъ относительные гшшта 

системы новартантныхъ форяъ. 

§ 21. 
Основная теорема. Если системы (со , о>о) и («>„ со',) представ- 
ляютъ относительные тгпгта коваргантпыосъ формь 

ш = Хк+Х'р.+Х"у и <*' = Х(1'+1Ч) + Х\т'+тЧ) + Х"(п'+п"х) (1) 

при таченгяхб переммтыая 

Х = Ро ,Х'=р' ,Х»=рЧ и Х = р„ Х>=р' 17 Х!*=р» 1 

и система (со,, со',) есть первая система смежная сь системой (а> , о)о), 



то числа 



р'ор" - рЧр\ , РоР1 - РорЧ и р р[ - <р* р х 



не гитютъ общаю дгьлителя. 

Такъ же, какъ и въ § 6, убеждаемся, что числа р , р' и р" не 
шгЬютъ общаго делителя, если только система (<о , <*>о) представляетъ 
относительные пишта значен1й ковар1антныхъ формъ (1). Поэтому числа 

рор" - р1р\ , р"р1 - р*р'1 и р*р\ - р^ 

не могутъ быть равны нулю одновременно. Предположим?*, что они 
имйють общимъ дЪлителемъ число е>1. 
Между тремя ларами чиселъ: 

р* и р 1} р' и р\ } рЧ и рЧ 

по крайней мЬр'Ь одна, напримЬръ р и р п не будетъ имЬть общимъ 
д'Ьлителемъ число е. Такъ какъ но услов1Ю 

то будемъ имЬть 

Р1<*'о-Ро«>\ = -(Рор'г -р'оР1)(т'+т"ь) + (РоР1 -рор'1)(п'+п*Ч) ) 



^(Оо-Ро», = -(рор\-р'оР1)Р + (РоР*-рор1)» 

Полагая 



р = еео+П и р1=еЬ+г 19 
гд* 

Ы<*е и |г,|<К (3) 



6 



— 42 
мы па основанш равенствъ (2) найдемъ 

Г|Ш Ф — Г ф (0| 



в 



= к(1'+1 п 1) + к'(т'+т'Ч) + к"(п'+п'Ч) 



(4) 



в 

ЗдЬсь А, Л' и Л" цЬлыя ращональныя числа. На основанш неравенствъ 
(3) подучстыъ 

\к\ + к'р + к")>\ < }•, + **! I (5) 

По условш ((о и а)',) — первая система смежная съ системой (о> , <о^); 
поэтому, на основанш § 19, 

щ <а>о и |а>',| > |а>;|. 

На •< снован 1и неравенствъ (5) получаемъ 

| дх+ А>+й% | < й) и | к(1'+Г1)+НХт'+тЧ)+к п (п'+пЧ) | < | •', | . 

Мы видели (§ 19, сл*дств1е 2), что эти неравенства не могутъ су- 
ществовать одновременно, если числа А, N и Л" не равны нулю. Но, 
если А = Д' = Л" = 0, то на основанш равенствъ (4) получимъ 

Г,<д — Г С&1 =0 И Г х (й' — Г <й', = 0. 

Мм предполагаем^ что числа г и г, не равны нулю одновремен- 
но, п потому эти равенства невозможны. Теорема такимъ образомъ 
доказана. 

Приведенный системы новар.антныхъ фориъ. 

Опред!ЬМШ. Систему коваргантныхъ формъ 

Г х ' * ' у 1 а) 

и+ИЧ, т'+т'Ч, п'+п'Ч] к } 

штмаемъ приведенной системой 1-ю рода, если (X, 1'-\-1"г) и ([х, т'-\-т"1) 
относительные тгпгта значенгй коваргаптныхъ формъ (1) и при томя 
(|1, гя!~\-т"г) есть первая система смежная съ (X, [-{-Гг). 

Систему формъ (1) называет приведенной системой 2-ю рода, 
если (% щ'-\-т"г) есть вторая система смежная съ системой (X, 1'-\-Г'г). 

Составимъ рядъ (I) (§ 20) 

... (о>_ 1; со!,), (со , с*!,), (а>,, (ь\\ ... (I) 

послЪдов&тельныхъ относительныхъ юшша значешй коваргантныхъ формъ 
(1). 



* 
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Пусть (о) , (о' ) и (со,, (о{) дв4 каюя нибудь смежныя системы это- 
го ряда. Сохраняя обозначен^ § 21, иолагаемъ 

Мы доказали, что числа 

Р0Р1-Р"Р\, РоР1-РоР" И Рор\-р'оР1 

не им'Ьютъ общаго делителя. Поэтому можно найти ц&лыя ращональныя 
числа </о> </о> <&1 удовлетворяюпця равенству 

(р'ор" -$р\Но + (р"оР> -рорЧЫ + (Рор'х - РоРг)<& = ±1 . 

Система ковар1антныхъ формъ (1) подстановкой 

ро Рл ь 

р'о р\ 4* 
рЧ р'( $ 

преобразуется въ эквивалентную ей приведенную систему 1-го рода 

Г «о, <■>„ Уо1 

Зд4сь 

>• = ? Х + 4р + ^ и у'о = 2о(1'+1 п 1) + 4(т'+тЧ) + $(п'+пП). 

Если систему (2) преобразовать подстановкой 

1 в 

1 8 ==Ы, 

О ±1 

то, вашя бы значешя ни им'Ьли цЪлыя ращональныя числа гид, всегда 
полученная система 






(3) 



будетъ приведенной системой 1-го рода. 

Мы условимся не считать различными эквивалентный системы кова- 
ргантныхъ формъ (2) и (3). 

Такимъ образомъ мы можемъ получить безконечный рядъ приведен- 
ныхъ системъ 1-го рода 

Г <*_„ С0 , V-, -| Г й> , ©„ У 1 Г ©1, <0„ V, 1 (4) 

'" 1*'^, < у^ У I <*'<>, «'„ *'о У 1_< <*;, у;]' '" • 
ВсЬ приведенный системы 1-го рода эквивалентный систем* кова- 
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р1антныхъ формъ (1) находятся въ этомъ ряду. Каждая система формъ, 
принадлежащая къ ряду (4), преобразуется въ следующую за ней си- 
стему подстановкой вида 

ор т 

I р' ^ =±1. (5) 

О р" ?" 

Подобнымъ же образомъ получвмъ рядъ приведенныхъ системъ 2-го 
рода 

. Г» <о VI р ^у П Г^ >в > У> -| ( (6) 

Веб приведенный системы 2-го рода эквивалентный системе (1) на- 
ходятся въ этомъ ряду. Каждая система формъ, принадлежащая къ 
ряду (6), преобразуется въ следующую за ней систему подстановкой 
вида (5). 

Эквивалентный системы ковар1антныхъ формъ. 

§23. 
Условимся не считать различными системы коваргантныхъ формъ 

Г * , * , V 1 Г ТХ , * , XV Л 

IV +14, т'+т!Ч, п'+п'Ч] 1 % Ц1> + 1«г), ъ\ т '+тЧ) } *'(п'+п'Ч)У 

кашя бы значен1я ни имйли: действительное число х и комплексное 
число т*. 

Системы ковар1антныхъ формъ (1) мы будемъ заменять системой 

Г 1 ' ? ' * 1> 

11, а+Ы } с+<иУ 
гд4 

Въ дальнМшемъ мы будемъ говорить, что, производя такую заме- 
ну, мы приводимъ систему ковархантныхъ формъ 



Ь'+Р», т'+тЧ, п'+пЧ] 



въ нормальному виду 

1» <Р , Ф 



ц 1, а+Ы, с-\-(И] 
Соответственно съ этой новой точкой зр&шя на одинаковый систе- 



— 45 — 



мы коваргантныхъ формъ мы расширяемъ поняйе объ эквивалентныхъ 
системахъ коваргантныхъ формъ. 

Опредлленге. Мы называема системы коваргантныхъ формъ 



г а , {1 , у 1 „ Г ' * ^ ' У| 1 

11'+ИЧ, т'+тЧ, п'+пЧ] 11' 1 + 1'Ц, т\ + тЦ, п\ + п%\ 



(2) 



эквивалентными, если сугцествуетъ подстановтса 



а 


Р 


Т 


а' 


Р' 


* 


а" 


Р" 


т" 



= ±1 



сз цгьлыми рацготшлъными коэффициентами, которая одну изь этихъ 
системе, напримгъръ первую, преобразовываешь въ систему 

Г **1 7 Щ > ™1 1 

§24. 



Предположимъ, что система 



(3) 



какая нибудь приведенная система 1-го рода эквивалентная данной си- 
стеме коваргантныхъ формъ 



Г X , |1 , V П 

Ь'+У'Ъ т'+т"г, п'+гс"и 

Система (3) подстановкой 



(4) 



ор 


т 


1 р' 


т' 


р" 


т" 



= =ы 



(5) 



преобразуется въ приведенную систему 1-го рода 

Ь <«)',, ю' 2 , у',] 
и т. д. Такимъ образомъ можно получить безконечный рядъ 

Гс»о, «1, У,,! Г<д,, й>2, У,"! 

I. <*>!,, о)',, у;]' 1_й>;, <*>',, у', У '" 

приведенныхъ системъ 1-го рода эквивалентныхъ сцстемЬ коваргантныхъ 
формъ (4). 



(6) 
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Приводимъ вей системы формъ ряда (6) къ нормальному виду. По- 
лушмъ рядъ приведенныхъ системъ 1-го рода 



(7) 



Г 1 ' ь } *■ 1, Г 1 ' ь ' +» 1 ... 

1.1, сзч+М, ъ+с/пгУ 11, а 2 +Ь 2 г ; ь+<Ъг1 '" 
Коэффшценты системъ этого ряда определяются равенствами 
во, = (ОоСр! , <о а = а)!(р а , о), = а>,<р, , ... I 

и следовательно 

ш; = о>' (а, +М, »» = <*>о(«| +Ь|*)(«1+Ь»*), о>; = «а, +Ь,г)(а,+Ь,г)(« 1 +^ 

Такъ какъ системы формъ, принадлежащая къ ряду (7), приведен- 
ный — 1-го рода, то, на основанш §§ 22, и 19 коэффищенты этихъ си- 
стемъ удовлетворяют неравенствамъ: 

О < <р* < 1 и |а*+Ь*г| > 1, (* = !,», »,...). 

Каждая система ряда (7) преобразуется въ следующую за ней си- 
стему подстановкой вида (5). Мы это преобразоваше будемъ произво- 
дить слйдующимъ образомъ. Наприм4ръ, систему 



г),...Г 



11, а к + Ъ к г, с к + Л к г] 
преобразуемъ подстановкой 



001 
1 00 
О 10 



Шлученную систему 



Г Т* I Ф* > 1] 
1а к + Ь к г } с к + Л к % 9 1А 



приведемъ къ нормальному виду и подстановкой 

1 Р (? 



9 р' 4 

О р" д" 



= =Ы 



преобразуемъ въ приведенную систему 1-го рода 

ГЬ Т*+1 9 Ф*+1 1 

11, а*+1+Ь*+,1, с^Ч-й-и*-» 
которая сл-Ьдуетъ въ ряду (7) за системой (8), и т. д. 



(8) 



(9) 



— 47 — 
ЗамЬтимъ, что если коэффициенты системы вовархантныхъ формъ 



|_ 1, аЦ-Ы, с-\-сИ] 



(10) 



каш угодно числа, ограниченный только условиши, поставленными въ 
§ 16, то можетъ случиться, что нельзя найти подстановки вида (9), ко- 
торая систему (10) преобразовала бы въ приведенную систему 1-го рода. 
На основаши теоремы § 21 убеждаемся въ томъ, что система ко 
вар1антныхъ формъ (10) можетъ быть преобразована подстановкой вида 
(9) въ приведенную систему 1-го рода только тогда, когда система (1, 1) 
представляетъ относительные пишта значенш ковар1антныхъ формъ (10). 
Поэтому, если будутъ найдены как1я нибудь цйлыя ращональныя числа 
1,1! и <", удовлетворяйся одновременно неравенствамъ 

\*+*Ч+Г$\<1 и \1+?(а+Ы)+И'(с+<И)\ < 1, (11) 

то система формъ (10), на основаши § 17, не можетъ быть сделана 
приведенной подстановкой вида (9). Если же будетъ доказано, что не- 
равенства (11) не могутъ существовать одновременно ни при каких ь 
ц'Ьлыхъ ращональныхъ значешяхъ чиселъ *, ^ и *", то система (1,1) 
представляетъ относительные пишта ковар1антныхъ формъ (10). 

Для того, чтобы въ этомъ случай определить коэффищенты под- 
становки (9), нужно, на основанш §§ 22 и 19, найти прежде всего цк 
лыя ращональныя числа р, р' и р", удовлетворяющая услов1Ямъ: 

1) 0<р+1>'9 + у г ф<1; 

2) пи при цакихъ цйлыхъ ращональныхъ значен1яхъ *, 1! и <" не- 
равенства 

|*+*У-М"<И < 1 и \1+*(а+Ы) + И'{с+<1г)\ < \ р + р >(а+Ы) + р" (с+<1ъ)\ 

не могутъ существовать одновременно. 

Числа д, ^ и д" определяются только условгемъ, что определитель 
подстановки (9) по численной величин* равенъ единице. 

Начиная съ какой нибудь приведенной системы 2-го рода 

ГО>„, СО V Л 

1ш' 0} «1,, у!^ 
при помощи иодстановокъ вида 

1 р' Т ' 
О р" т" 
составит» безвонечный рядъ приведенныхъ систем» 2-го рода 
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Г<1>о, <*>_!, V-, Т Г<й_,, (0-2, У_ 2 1 



(13) 



Если все системы этого ряда приведемъ къ нормальному виду, то 
получимъ безконечный рядъ нривсденныхъ системъ 2-го рода 

Г 1 * ?-. , Ф-1 1 Г1, ?-* , 

1.1, л_, + Ь_,1, с_, + ^_,1_Г 11, а_ 3 + Ь_ 3 1, о_ 3 + < 

коэффищенты которыхъ определяются равенствами 



А—ъъ ^ 



(14) 



о>_, 



-1 > 



= а> ср_1 ф_2 у 



а)11 = соо («_1 + Ь_1 г), о>!_ 3 = ю'о (а_1 + Ь_1 *) (я_ 3 + &_ 3 О» 
и удовлетворяютъ услов1ямъ 

<р_* > 1 и |а_* + Ь_*1| < 1, (* = 1, а,з, ...). 

Каждую систему ряда (14) мы можемъ 1феобразовать въ следую- 
щую за ней систему сначала подстановкой 

О 1 

1 О О 
О 1 О 

а затЁмъ подстановкой вида (9): 

1 р </ 



= =Ы. 



(9) 



р" я" 

Тавимъ образомъ задача преобразовангя какой нибудь системы ря- 
да (14) въ следующую за ней систему сводится къ онред'Ьлешю подста- 
новки (9), которая систему формъ (10) преобразуетъ въ приведенную 
систему 2-го рода. 

Такая подстановка можетъ существовать только тогда, когда систе- 
ма (1, 1) представляетъ относительные пишгаа коваргантныхъ формъ (10). 
Въ этомъ случае коэффищенты подстановки р, р' и р" определяются 
следующими услов1ями: 

1) \р+р'(а+Ы) + р"(с+<И)\ < 1 и р+р'ч + рЦХУ, 

2) ни при какихъ ц'Ьлыхъ ращональныхъ значенгяхъ *, ^ и $' не- 
равенства 

|*+*'<р+*"ф| < р+р'у+рЦ и \1+г'(а+Ы) + *"(с+с&)| < 1 

не могутъ существовать одновременно. 

Въ слЬдующихъ параграфахъ мы устанавливаемъ алгориемъ, при 
помощи котораго определяются коэффищенты подстановки (9). 
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Вспомогательное преобразовшНе системы ковар!аитныхъ фовмъ 



Г 1 ' * » ♦ 1. 

1.1, а + Ы, с + <И}' 



% 26. 



Лемма. Каждая система коваргантиыхъ формъ 

|_ I, а + Ц с + сН] 
можешь быть преобразована подстановкой вида 



(1) 



1Р 


т 


р' 


т' 


р Л 


т" 



в5 эквивалентную ей систему 

1> ». 



=*±1 



I 1, а,+М, й + с^и 



поэффицгенты которой удовлетворяют* слчъдующиш 4 условгямъ: 
1) опредгьлитель 



1 


<Р> 


+• 


1 


«1 


с. 





ь, 


<*, 



= *1 



число положительное; 

2) положительная бинарная квадратичная форма 

[(а, - «рОХ 1 + (с, - ф,)*"] 2 + [ЪгХ'+Л^»] 2 = А>Х« + 2В 1 Х'Х" + С,Х" а 
приведенная *), т. е. 

3) Ь,>0 и 4<0; 

4) 0<<р,<1 и 0<ф,<1. 



*) Е. 8 в 1 И и & называете положительную квадратичную Форму (А, В, О) приведенной, 
если коэффициенты ея удовлетворяютъ услов1ямъ: 

А+В^О, В^О и С+В — О. 

См. Е. 8 е 1 1 1 п р п 11еЬег <Не Ыпагеп ап<1 1ешагеп яиайгаИвспеп Рогтеп" (Лоигпа! Юг Ма- 
йетаИк. В4. 77, 8. 143). 

Мы называемъ форму (А, В, С) приведенной, когда коэффищенты ея удовлетворяютъ 
услов!ямъ: 

А—В = 9 В = и С— В = 0. 
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Если данная система ковар1антныхъ формъ 1-му условш не удо- 
влетворяете, то 4 подстановка 

1 О О 
О 1 
О 1 О 

нриводитъ систему къ желаемому виду. Поэтому въ послЬдующемъ 
изложены мы будемъ предполагать, что система формъ (1) удовлетворя- 
ете 1-му условш леммы. Мы можемъ затЬмъ преобразовать систему 
(1) какой угодно подстановкой вида 

1 р т 

Ор' т' =1, 

О р." т" 

полученная система будете удовлетворять 1-му условш леммы. 
Обозначимъ символомъ (А, В, С) квадратичную форму 

[(а-^Х' + ^-^Х'^ + рХ'+ЛХ"] 2 = АХ* + 2ВХ'Х" + СХ" 2 . 
Зд*сь 

А = (а-у) 2 +Ь\ В = (а-ср)(с-ф)+М и С = (с-<|>)*+Л (2) 

Определите ль квадратичной формы (А, Д С) равенъ 

В = _[( а _ср)е/~(с-ф)6] 2 . 



По условш 



1 ф <|> 
I а с 
О Ь Л 



= *, 



ИЛИ 



следовательно 



х = (а—у)А— (с— ф)Ь; 



В = -х 2 . 



(3) 



Въ томъ случай, когда В число отрицательное, форму (-4, В, С) 
преобразуемъ подстановкой 

О 1 

-1 ' 

получимъ форму (С, — В, А). Дальн^йпия преобразовашя мы будемъ 
производить надъ формой (А, В, (7), предполагая, что -В>0. 

Если коэффшценты формы (Л, Б, С) не удовлетворяютъ услов1ямъ: 

А-В>0 и С-Я>0, 
то форму преобразуемъ: 
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подстановкой 



1 -8 
О 1 



, если А < С, и подстановкой 



10 
-8 1 



, если С<^Л. 



Въ нервомъ случай ц-Ьлое положительное число 5 опредйляемъ изъ 
неравенствъ 

0<В-дА<:А, 

во второмъ случае — изъ неравенствъ 

0<Б-8С<С. 

Повторяя такое преобразовате несколько разъ, мы всегда полу- 
чи мъ приведенную форму (А п Д, С г ). Эта форма каждой изъ шести 
подстановокъ 

(4) 

преобразуется въ приведенную форму. Тавимъ образомъ получимъ три 
приведенныхъ формы 

(А 17 В 1} С,), (Л-гД+С^Л-Д,,;!,) и (С\, С.-Д, А х -2Д+С,). (б) 

Предположи мъ, что форма (^4, /?, С) подстановкой 

Р' т' 
р» т " 



1 




-1 




1 1 




-1 -1 




-1. 




1 


01 


} 


-1 


У 


-1 


» 


1 


У 


1 1 


> 


-1 -1 



= 1 



(6) 



преобразуется въ приведенную форму (Л„ Д, С,). 
Линейная форма 

ХЪ + Х»Л 
подстановкой (6) приводится къ виду 

ХЪг + ХЧг, 

гд* 

Ь х == р'Ь+р"й и 4 = т'Ь+ т "й. (7) 

Если окажется, что 6, >0 и й, <0, то 3-мъ первымъ услов1ямъ леммы бу- 
детъ удовлетворять система формъ, которая получается изъ системы (1) 
подстановкой 

Но если числа 6, и й, не удовлетворяют^ 3-му условш леммы, то изъ 
шести паръ чисёлъ 



1 











Р 


7' 





р" 


7" 



= 1. 



= 1. (8) 
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соотвЪтствующихъ подстановкамъ (4), одна пара непременно будетъ удо- 
влетворять 3-му условш леммы. Следовательно, всегда можно найтя 
подстановку (6), которая преобразуете форму (А, В, С) въ приведен- 
ную форму (Д, Д, С 1 ,), при чемъ числа 6, и (1 1у определяемый равен- 
ствами (7), будутъ удовлетворять условгямъ 

Ь,>0 и 4<0. 

Въ систем* ковар1антныхъ формъ (1) дЪлаемъ подстановку 

1 р т 
О р' т' 
О р" т" 
Ц4лыя ращональныя числа р и у опредЪляемъ изъ неравенствъ 

О < Р+Р'<р+РЧ < 1 и 0<Т+Т'Т+Т Г1 Ф<Ь 

Подстановка (8) преобразуешь систему (1) въ систему, которая удо- 
влетворяете всЬмъ 4-мъ условшмъ леммы. 

Замгъчанге. Если система коваргантпыхъ формъ (1) удовлетво- 
ряешь условгямя леммы и существуют* неравенства 

|а+Ь1|>1 и \с+<Н\>1, (9) 

то 

Ь < х и — Л < х. 

На основанш равенствъ (2) и (3) получаемъ 

-А^ + В± = ч-а и -д| + сА = ф_ а (Ю) 

Изъ этихъ равенствъ на основанш условш леммы выводимъ 

<р-а>0 и ф-с>0. (11) 

Ь Л 

Если одно изъ чиселъ — и -- не меньше единицы, то на осно- 
ванш равенствъ (10) найдемъ: 

или А^.у—а 7 или С^ф— с. 
Предположи мъ сначала, что 

А<у-а. (12) 

На основанш равенствъ (2) и неравенства (12) получимъ 

А<1. (13) 

Равенство 

4 = (а-<р)* + Ь* 
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зам'Ьвяемъ слЬдующимъ: 

а 2 + Ь 2 = А + <р(2а - <р). (14) 

Такъ кавъ изъ неравенствъ (9) слЬдуетъ 

а 2 + Ь 2 >1 и с 2 + й 2 >1, 

то, на основаши неравенства (13) и 4-го услов1Я леммы, будетъ 

2а-<р>0. (15) 

Изъ равенства (14), на основаши (12), сл'Ьдуетъ 

е^ + Ь 2 < <р-а + 2а<р-<р 2 , 
ИЛИ 

а 2 + Ъ 2 < (1-ф)(ф-2а) + «. 
На основаши неравенства (15) и 4-го условш леммы нолучаемъ 

а 2 + Ъ 2 <а. 
И такъ кавъ, на основаши (11), а<у<^ 1, то 

а 2 + Ь 2 <1, 

что противоречить предположенш. 

Такимъ же образомъ докажемъ, что неравенство 

невозможно, и потому 

ь <: х и —с? < х. 

§ 26. 
Предположимъ, что (! и *" какщ нибудь д'Ьлыя ращональныя числа 
не равныя нулю одновременно. О предал имъ числа I и *, изъ нера- 
венствъ 

0<е + *'<р + *"ф< 1 и 0<< 1 -<'ср-<"ф< 1. 

Изъ двухъ чиселъ 

г + ^(а+ьг) + *"(с+сг;) и *, —*'( а + ь -<"(«+*) 

выберемъ то число, модуль вотораго наименышй. 

Замйтимъ, что модули этихъ чиселъ не могутъ быть равны вслЬд- 
ств1е условш § 16. 

Обозначимъ выбранное нами число черезъ со', а соответствующее 
значеше формы Х-\- Ху-\-Х"$ черезъ со. Для краткости мы будемъ 
говорить, что комбинацш (*', I") значенш перемйнныхъ X и X 1 соот- 
ветствуете система (со, со') значенш ковар1антныхъ формъ (1). Комби- 
нац1и (^, *") и ( — ^, — I") не считаемъ различными. 
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Цусть со" комплексное число содряжепное съ о/. Обозначимъ 

й = ю'ш"; 

следовательно 

|(о'| = |а>"| = ^а. 

Въ дальнМшемъ весьма важное значеше имЬетъ тождество 

Й = А1' 2 + 2ВМ'+СИ'* + ш(<й'+<л п )-<й 2 , (16) 

которое не трудно проверить, если обозначить 

ю = Ь + *'<р + *"Ф> «' = * + *'(а,+Ы) + е(с+<И), а>" = <+^( а -Ьг) + И\с-Аь) 

и Й = (*+*'а+г"с) 2 + (ЬЪ+И'Л)*. 

На основанш тождества (16) находимъ замечательное неравенство 

й < А1'* + 2В1 1 1» + С1"* + \. (17) 

Неравенство (17) д4 лается очевидиымъ на основанш тождества (16), 
если зам-Ьтимъ, что по услов1Ю 

|1-ю'|>|о>г 

и следовательно 

(1-а>0(1-со")>а>'а>", 
т. е. 

ш' + а>"< 1. (18) 

Такъ какъ мы предполагаем^ что 

О < о>< 1, 
то 

о)(а>'+а)")-1о 2 < ш-а> 2 < {. 



Алгориемъ, при помощи котораго каждая данная система ковар1антныхъ формъ 
можетъ быть преобразована подстановкой вида 



= =ы 



въ приведенную систему 1-го рода въ случаяхъ, когда такое преобразовало 

возможно. 

§27. 
ТворвМй. Если система ковар'шнтныосъ формъ 

Г 1 ' * / М о) 
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удовлетворяешь условгямъ леммы § 25 и комбипацгямъ 

(1,0), (0,1), (1, -1)« (1,1) 

значений перемгъпныая X и Х г соопшътствуютъ системы 

К, О, (ю,, о)',), (о) 8 , о)',) и (о) 3 , ю'О (2) 

значеигй формъ (1), удовлетворятощгя неравенствамъ 

К|>1, |«',| >1, |«Й|>1 и №1 > 1, (3) 

то система (1,1) змаченгй коваргантпыхъ формъ (1) представляешь 
относительные тгпгта этихъ формъ, и одна изъ системъ (2) есть 
первая система смежная сь системой (1, 1). 

Предположимъ, что среди системъ (2) значешй ковар1антныхъ формъ 
(1) мы нашли систему (о>*, о^), удовлетворяющую условш 

|»Я<1. 
Такъ какъ кромЬ того по условно (§ 26) 

0< (й а . < 1, 

то система (1, 1), на основанш § 17, не иредставляетъ относительныхъ 
тшшша ковар1антныхъ формъ (1), и потому эта система формъ не мо- 
жетъ быть сделана приведенной (§ 24) подстановкой вида 



= =Ы. 



Предположимъ, что существуютъ неравенства (3). Мы докажемъ, 
что въ этомъ случаЬ не только нельзя найти цЬлыхъ ращональныхъ чи- 
селъ *, ^ п *", удовлетворяющнхъ одновременно неравенствамъ 

|Ч-Лр+*"Ф1 < 1 и \г-\-1'(а+Ы) + И'(с+(1ь)\ < 1, 

но н неравенства 

|г-К<р+*"Ф1 < 1 и \1+*(а+Ы) + 1"{с+Щ < |<*Ц (4) 

не могутъ им'Ьть мйста, если |о^| наименьшее изъ чиселъ 

|<|, \т\\,.\4\ и |4|. 

На основаны § 19 и условш (3) убеждаемся въ томъ, что пред- 
ложенная теорема будетъ доказана, если только мы докажемъ, что нера- 
венства (4) не могутъ существовать одновременно ни при какихъ ц4- 
лыхъ ращональныхъ значешяхъ чиселъ <, 1? и ?'. 

Предположимъ, что можно найти ц г 1глыя ращональныя числа *, (! и *", 
удовлетворяюпця одновременно неравенствамъ (4). Обозначимъ 
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1 со = I + <\р + *"ф, и' = 1 + 1'(а+Ы) + *"(с+<И) \ 

2 = (1+1' а +е'с) 2 + (1'Ь+Г(1) 2 } ' С ' 

Обозначимъ кром* того квадратъ модуля числа со А черезъ А . 
По условш существуютъ неравенства (4), т. е. 

| со | < 1 и а < Й*. 

Мы можемъ предполагать, что со число положительное, и потому 

0<ш<1. (6) 

Такъ какъ по условш 

О < ©А < 1 И |(1)*| ^ |а) А |, (А = 0,1,3,»), 

то следовательно 

а < а , а < а. , а < а, и а < а 3 . (7) 

Система ковар1антныхъ формъ (1) удовлетворяетъ условкмъ лем- 
мы § 25, и потому квадратичная форма (Л, В, С) приведенная, т. е. 

4-#>0, Я>0 и С-Я^О. (8) 

ЗдЬсь, на основанш § 25, 

Л = (а-<р) 2 + Ь 2 , Б = (а-<р)(с-^) + Ь<* и С=(с-ф) 2 + Л (9) 

Одио изъ чиселъ А, Си А — 2В-{- С есть пншпшт формы (А, В, С). 

Обоапачимъ этотъ шшшит черезъ М. Мштит формы (А, В, С) 
получается при значешяхъ перемйнныхъ X и Х\ которымъ соответ- 
ствуем, одна изъ системъ (3): ((о , со!,), (со,, со',) и (со,, оз^). Пусть эта 
система (<о А , со А ). 

На основанш § 26 получаемъ весьма важное для дальнМшаго не- 
равенство 

а А <М + ^- (Ю) 

На основанш условш (3) находимъ 2 А >1, и потому 

!*>§■ (11) 

Следовательно, на основанш (10), 

а, 4 <1д/. 

На основанш неравенствъ (7) получаемъ 

4 и й< 3 



<!/ + ! и а<|-Л/. (12) 
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Число С, определяемое равенствами (5), представимъ въ слйдую- 
щемъ видЬ: 

2 = [со + *'(«-?) + *"(с-ф)] 2 + [*'Ь + *"й] 2 . (13) 

Мы обозначаемъ черезъ % определитель 



X = 



1 <р ф 
1 а с 

о ъ а 



= (а— <р)й— (с— ф)Ь. 



(14) 



На основаши этого равенства очевидно 

й> = (а-<р) — - (с-ф) — > 
и потому на основаши равенства (13) найдемъ 
•-[('+*)(-*н(«--^)(.-«]' + [(г + ^)* + (г-ЭД 
На основаши равенствъ (9) получимъ 

й =^( <,+ ^) 2 + 25 (*'+^-)('"--^)+^(*"-^) 2 - (ад 

Умножая об% части этого неравенства сначала на С загбмъ на А . 
изв'Ьстнымъ способомъ яолучимъ неравенства 

(ЛС-^^ + ^У^аС и (4С-Я*)(*''--^] 2 <а4. 

На основаши неравенствъ (12) будемъ им4ть 

(АС-в*)1г' + ^\ 2 <:^мс и (лс-в*)(е-1^<:±МА. (Щ 

Не трудно убедиться въ справедливости слйдующаго предложены!. 
Если (А , 5, С) приведенная полооюительная квадратичная фор- 
ма, т. е. 

4-Я>0, В>0 и С-В^О 
и М есть тгпгтит формы, то существуют* неравенства 
МА<2(АС-В*) и МС±2(АС-&). 
На основаши этихъ неравенствъ и неравенствъ (16) находимъ 
Ао\ 2 8 /„ Ьсо\ 2 8 



(' 



+-Г 



- ('- ") 



А 



Следовательно 
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На основан 1 и замечанья къ лемме § 25 и условш (3) им'Ьемъ нера- 
венства 

0<-<1 и 0<--<1. (17) 

~" X — X 

На основавши этихъ неравенствъ и неравенствъ (6) получаемъ 

нля 

-1,6<*'<2,7 и -1,6<*"<2,7. 

Следовательно ц*лыя ращональныя числа ^ и *" могутъ иметь толь- 
ко значешя: 

-1, 0, 1 и 2. 

Каждой комбинащи значенш ^ и *" соответствуем вполне опреде- 
ленное значеше л определяемое услов1ями 

0<* + *'<р + *"ф < 1. 
Мы доказал н, что возможны только 15 комбинащи значетй ( и *": 
(1,0), (-1, 0), (0, 1), (0, -1), (1, -1), (-1, 1), (1, 1), (-1, -1) 
и (2,0), (0, 2), (2, 2), (2, 1), (1, 2), (2, -1), (-1, 2). 

Не трудно убедиться въ томъ, что предположешя: 

** = 2 и *" = 0; <' = 0иГ=2; И = 2 и *" = 2 
невозможны. 

Для того, чтобы доказать предложенную теорему, остается только 
покапать, что нредположешя: 

*' = 2и1"=1; <'=1и<"=2; *' = 2 и <" = г-1; <'=-1и«"=2 

также невозможны. 

Предположишь, что 

*' = 2 и Г = 1. 

Равенство (15) при ^=2 и /"=1 представимъ въ следу ющемъ видЬ: 

*-лш (^«.(^^^(^-^И'-т)"- (18 

Тавъ какъ Л>0 и на основавши веравенствъ (6) и (17) 

0<1+*'<1 и 0<1-^<1, 

х ~~ х — • 
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то на основанш равенства (18) получимъ 

й>А и Й> А+2а11 + ^\+2в11-^\. (19) 

Следовательно на основанш (9) 

а>(а-Ф) 2 +ь 2 , 

или 

2 > а 2 + Ь 2 -<р(2а-<р). (20) 

На основанш 4-го условш леммы § 25, 0<<р<1, и потому на 
основанш (7) 

2<я 2 +6 2 . 

Изъ неравенства (20) слЬдуетъ 

2а-ф >0, 



иди 



Изъ тождества 



1 1 



-А^ + В^ч-а (21) 



получаемъ 
и потому 



<р-а>0, 



0<<р-а<1. (22) 

Второе неравенство (19) на основанш тождества (21) представля- 
емъ въ вид* 

И> А + 2(А+В) + 2(а-у)ш. 

3 
Раньше мы нашли (11), что М > ^, и потому на освованш ие- 

равенствъ (22) 



что противоречить неравенствамъ (12). 

Такимъ же образомъ убеждаемся въ томъ, что • предиоложеше: 
^=1 и *"=2 невозможно. 

Предположимъ, что 

*' = 2 и Г^-1. 

Число С, определяемое равенствомъ (15), представимъ въ сдЬдую- 
щемъ вид*: 
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= А-2В+С+(ш+а-у) 2 +Ъ* + 2(А-В)(1 + ^\ + 2(С-В)^. 

Изъ этого равенства на основаши условШ (8) получаемъ 

&>А-%В+С и й> Л-2Б+С+(<л + а-<р) а + Ь2. (23) 

Раньше мы нашла (12), что & <^М-\--^ у н потому необходимо 

(а> + а-<р) 2 +Ь 2 < 1. (24) 

Следовательно 

|<о + а-<р|< ^ и Ь<~- (25) 

По условно 0<<р<1> и потому на основаши (3) 

а 2 + Ь 2 >1 и (1-а) 2 +Ь 2 >1. (26) 

Т&ьъ кавъ на основапш (21) а<^ } то изъ неравенствъ (26) на осно- 
ванш (25) получаемъ 

в< _^| и а>-ср>0. (27) 

Изъ тождества 

а^+Ь* = (ш-(р) 2 +(а) + а-Т) 2 + Ь 2 ~2((о-ср)(ю + а~ф) 
на основан! и (24) н (27) находнмъ 

а 2 + Ь 2 < (ю-<р) 2 + <о--<р + т - 



Следовательно 



ш-<р>^ и ?<«-• (28) 



Мл предполагаем^ что 

и = I + 2<р-<|> и = (Ч-2а-с) 2 + (2Ь-й) 2 . (29) 

На основан 1 а неравенствъ (6) и (28) находнмъ 

<р + ^-<* + 2<р-<|><:1, (30) 

н потому 

*<1 + <|>-2<р и *>ф-<р+2-- 

Такъ какъ, на осшованш 4-го условш леммы § 25, 0<ф<1, то 
изъ предыдущие неравенствъ слЬдуетъ: *=1. Тавимъ образомъ на 
основанш (29) имЬемъ 
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«о = 1 + 2<р-ф и й = (1+2а-с) 2 + (2Ь-й) 2 . (3 1) 

Для дальнМшаго важно убедиться въ существованш неравенства 

1 + а>0. 
Обозначимъ 

<|>-<р = $, с-а = сс и й— 6 = р. (32) 

На основанш (30) и (31) 

<р + 1<1+2<р-ф<:1, 

и потому, на основанш (32), <1 $ <С 1- Следовательно 

й<а 2 +р 2 . (33) 

И такъ вавъ (§ 26, тождество 16) 

<х* + р а = А-2В + С+ 2а*-* 1 , 

то на основанш перваго неравенства (23) находимъ а^>0, т. е. 

с-а> 0. 

Неравенство (33) равносильно следующему: 

(1 + 2а-с) 2 + (26-й) 2 < (с-а) 2 + (Й-Ь) 2 . (34) 

По условно 6 > и б? < 0; следовательно 26 — с?>6 — с? > 0, и по- 
тому на основанш неравенства (34) получимъ 

9 

|1 + 2а-с|<|с-а|. (35) 

Такъ какъ, на основанш предыдущаго, с — а ^> 0, то изъ нера- 
венства (35) сл^дуеть 

— 1 — 2а + с < с—а } 
и очевидно 

1 + «>0. (36) 

Неравенство (34) представимъ въ сл г Ьдующемъ видЬ: 

ЗЬ 2 -2Ь<2< -(1+ а )(1+За-2с). 
И такъ какъ 

ЗЬ 2 > З-За*, 

то изъ предыдущаго неравенства найдемъ 

3-3а 2 < _(1+ а )(1+За-2с) 
или 

(1+а)(4-2с)<0. 
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На основаши неравенства (36) находнмъ 4 — 2с < 0, и потому 

О 2. (37) 

На основаши тождества 

X X ' 

ваходммъ $ — с>0, и потому с<^1. Это неравенство противоречить 
(37). Такимъ же образомъ убЬждаемся въ томъ, что предположеше: 
( = 1 и ^ = — 2 невозможно, 

Зампланге /. Если комбинацгямъ (1,0), (0, 1), (1, — 1) соот- 
ютгепщнпт системы (а) , (©[,), (ю,, <*>',), ((о п со^) и сугцесгпвуюшд не- 
равенства 

К|>1 и |»'.|>1, (38) 

то система (а>,, со 3 ), соощтьтсшвуюгцая комбинацги (1, 1), ме лажают 
удовлетворять условгямъ 

№\<\<\ и |»;|<|ш',|, (39) 

если только не выполнены услоегя: 

1) <р + ф<1 и « + с<~; 2) |ш',|>|<| и |ш',| > |Ц|. (40) 

Нельзя предполагать, что 

• о) 3 = *-<р-<|> и Й 3 = (*— а-с) 2 + (-Ь— с*)*, 

тавъ вакъ, на основаши (15), изъ этихъ равенствъ следовало бы 

Я>А + 2В+С. 

На основами неравенства (17) § 26 убЬждаемся, что это нера- 
венство невозможно при существо ваши условш (38) и (39), и потому 
необходимо 

а> 3 =* + <р + <|> и Й а = (1+а+с) 2 + (Ъ+Л) 2 . 

Нред[1о.1ожимъ сначала, что <р + ф > 1. Въ этомъ случае I = — 1, 
и на освоб&нш условш (39) существовало бы, напримйръ, неравенство 

(_1 + а + с )2 + (Ь+е*) 2 <аЧ-Ь 2 , 
или 

с 2 + й 2 +1 + 2(ас + Ьй-а-с)<0. (41) 

На основаши неравенствъ 

8»(^#-^)+М?-0, <р-<*^0, ф-с>0, 0<<р<1, 0<сф<1 
находнмъ 



— 63 — 

(а-1)(с-1) + М>0, 
или 

<к + М—а—с> — 1, 

и потому, на основаши (41), с а ~|-б? 2 <1, что противоречить услов1ямъ 
(38), Итакъ 

о>, = <р + ф и 8, = («+с) 2 + (6-М) 2 . 

Следовательно <р+ф< 1 и, на основаши § 26, а+ с< С"2 ' 
На основаши условш (39) находимъ 

3 <а 2 + 6 2 и й а <с 2 + й 2 , 
и потому 

2(ас+Ьй) < -а 2 -Ь 2 и 2(ас+Ьй) < -с 2 -й 2 . (42) 

Предположимъ, что 2-е изъ условш (40) не выполнено, т. е. 

или а, < , или & 3 < О, . 

Следовательно существуетъ по крайней м*Ьр4 одно изъ неравенствъ 

или С, < а 2 + Ь 2 , или й, < с 2 + Л\ (43) 

Система (со 2 , со*) соотвйтствуетъ комбинащи (1, — 1) и потому мы 
можемъ обозначить 

со 3 =р=Ь (ср — ф) и Й 3 = [/> =4= (а-с)] 2 + [Ь-й] 2 . 

Зд'Ьсь /? равно одиому изъ чиселъ: 0, — 1 и 1. На основаши нера- 
венствъ (42) и (43) находимъ 

г Р> ± 2р(а-с) + а 2 + Ь 2 + с 2 + й 2 < 0. 

Число р очевидно не можетъ быть равно нулю, и потому р = =ь1. 
Следовательно 

1 =Ь 2(а-с) + а 2 + Ь 2 + с 2 + й 2 < О, 
или 

(1±а) 2 + Ь 2 + (1=рс) 2 + <* 2 <1. (44) 

Одно изъ чиселъ (1=Ьа) 2 +Ь 2 и (1=рс) 2 +й 2 больше единицы, тавъ 
какъ по условш 

(1_а) 2 + Ь 2 >1 и (1_с) 2 + й 2 >1; 

следовательно неравенство (44) невозможно. 

Замтъчанге II. Предположит, что изъ чиселъ Й ,12 и Й 2 иЙ, вы- 
браны два наименьших^ числа И к и О л , причемъ Й* > 1 и Й А )> 1. Если 
комбинацгямъ {р\ р") и (д\ д") зтшченгй перемгънныхъ X' и X" соотмът- 
ствуюгт системы (о> А , с*^) и (о> л , о> А ), то опредгьлитель 
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р > 4 

р" 4' 

по чиатппой велгтить равет единицгъ. 

Такъ какъ комби нащи (р\ р") и ((у', $') находятся между комбина- 
тами 

С*1,0), (0,±1), (±1,=р1)и(1,1), 
то равенство 






= ±1 



не будетъ существовать только при условш, что 

а* <: а , а* < 2] и а А < а , а А < а,. 

При доказательстве замйчатя I мы убедились, что эти неравенства 
не могутъ существовать одновременно, если только 

а, > 1 и а А > 1. 

§28. 
Если система ковар1антныхъ формъ (1) удовлетворяете услов1ямъ 
леммы § 25, то на основанш теоремы, доказанной въ предыдущемъ па- 
раграф*, легко узнать, представляетъ ли система (1, 1) относительные 
шиита этихъ формъ или н'Ьтъ. Для этого, нужно только найти Й , О,, 
О. и Ц д , квадраты модулей чиселъ (о^, со',, (о' 2 и а>д. Если между этими 
числами, напрнмЬръ, число И к меньше единицы, то система (1, 1) не 
представ ллетъ относ ительныхъ пишта. Въ этомъ случай систему ко- 
вархаптоыхъ формъ (1) подстановкой вида 

1 Р ? 



О / я' 



= ±1 



преобразуемъ въ систему 



О р" 4' 
1-1, со;, <»'ьУ 



(45) 



(46) 



которая не будетъ приведенной, такъ какъ существуютъ неравенства 

0<<о*<1 и |ю*| < 1. 
Если существуютъ неравенства 

§р > 1, а, > 1, а 2 > 1 и а 3 > 1, 

то въ этомъ случаЬ система (1, 1) представляетъ относительные пишта 
ковар1аБтеыхъ формъ (1). 
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Йзъ чиселъ й , й,, й 2 и й 3 выбираемъ два иаименьшихъ числа й* 
и Й А , при чемъ предполагаем^ что й* < Й л . Система ковар1антныхъ 
формъ (1) подстановкой вида (45) преобразуется въ приведенную си- 
стему 1-го рода (46). 

Алгориомъ, при помощи котораго каждая данная система ковар1ант- 
ныхъ формъ можетъ быть преобразована подстановкой вида (45) въ при- 
веденную систему 1-го рода въ случаяхъ, когда такое преобразоваше 
возможно, заключается въ с.тЬдующемъ. 

Алюриемд. 

Данную систему коваргантныэт формъ нужно преобразовать под- 
становкой 



1 Р 


7 


р» 


7' 


р" 


7" 



= ±1 



въ систему формъ 



Г * ' 1. 

|_ 1, а-\-Ы, с-{-(И _)' 



(1) 



коэффициенты которой удовлетворяют^ условгямъ леммы § 25. 

Заттьмъ должны быть найдены системы (<о , (о^), (со,, о/,) и 
(со 2 , (о' 2 ), сооптътствукщгп комбшшцгямъ (1, 0), (0, 1) и (1, — 1) пе- 
ремпнпыхъ X и X 1 . 

Если окажется, что одно пз7> чиселъ й , Й, и й 2 меньше единицы или 
же Й а меньше Й или й м то вычисления кончены. Если же: й 2 ^> Й ^> 1 

и й 3 > й, > 1 ад мрм молю ср -|- ф < 1 и а -\- с < ^ г, то нужно найти 
еще число 

2 1= (а+с) 2 +(Н-й) 2 . 

2& первомь случаи изъ трехъ чиселъ й , Й, гл Й я нужно выбрать 
два наименьшихъ. Во 2-мъ случаи два наименьшихъ числа выбира- 
ются между числами Й , й, и й 3 . 

Предполагая, что й* и й л ()ва такиссъ числа, при чемъ Й* < Й А , 
получимъ систему коваргантныхъ формъ 

1, ш*, а> А 



г1, ш*, солП 

1л, «ь *>и' 



которая будетъ приведенной системой 1-ю рода, если Й* = |а)^| 2 ^> 1. 
Эта система получается изъ системы (1) подстановкой вида 

9 
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11» 


9 


р' 


?' 


р" 


3" 



О систеиахъ ковар-антныхъ формъ, зависящихъ отъ корней уравнешя 3-й сте- 
пени съ отрицательнымъ дискриминантомъ. 

§ 29. 
Иредиоложимъ, что неприводимое уравнеше 

р з = гр + 8 (1) 

съ целыми ращональными коэффищентами г и $ имЗгетъ одинъ действи- 
тельный корень р и два комилексныхъ сопряженныхъ корня р' и р". 
Известно, что 



9 ~ 2 + 2 ир 2 2 



— 4г 



(2) 



Число ^Зр 2 — 4г положительное. На основанш равенствъ (2) получаемъ 



„ _ -р»+2г _ рКЗр*-4г 
? — 2 2 



и р" 2 = 



у+ь^еЩ^. 



Условимся называть системами, зависящими отъ корней уравнешя 
(1), системы ковархантныхъ формъ вида 



гд* 



Г 1 ' ? ' * 1, 

[_1/ а + Ы, с -{-Ль У 



"гё 



«р = !_ К_, фяг !1 к 



(4) 



я /», м', т", п, и', »", о ц'Ьлыя рацшнальныя числа. 

Тав1я системы вовархантныхъ формъ мы будемъ обозначать симво- 
ломъ 



[ т-\-т'р-\-т" р г п+и'р+»"р* 1 



(5) 



На основанш равенствъ (2), (3) и (4) ваходимъ 

_ 2(т+т"г) -т'р -т"р 2 _ 2(п+п'У)-п'р-п"р г 

а 25 ' С ~ То 



то' 



/-т'р К3р»-4г 



, А = 



п'-п"р УЪ^-Аг 



(6) 
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Поэтому на основаны равенства 

= (а— <р)й — (с — ф)Ь 



х = 



1 9 Ф 

1 а с 

О Ь й 



получимъ 



т'п п -т"п' (Зо*-г)Уз 9 *-±г 

Х = 3 ~ ЗГ^ ( ? ) 



Обозначимъ черезъ Л дисвриминантъ ураьнсчпя (1), а черезъ А 
его численное значете. Такъ какъ 

(Зр 2 -г) 2 (3р 2 -4г) = 27* 2 -4г 3 = Д, 

то на основаши равенства (7) находимъ 

т'п п -т"п' 1Г& /ь . 

* = ? т < (8) 

Квадратичную форму 

Ф = АГ* + 2ВХ'Х" + ОТ' 2 = [( а -<р)Х'+(с-ф)Х'ЧЧ[ЬХ' + <*-ТТ 
мы зам4няемъ формой 



2 



* Зр 2 -г 

Если форма Ф приведенная, то будетъ приведенной и форма Щ наобо- 
ротъ, если форма Р приведенная, то Ф также приведенная форма. 
На основаши равенствъ (4) находимъ форму Р: 

[т* + т'т"р + т" 2 (р 2 -г)]Х /2 +[2т'п' + (т'п" +т"п% + 2т"п п (^-г)}Х'Х" + 

+ [п а + п'п"р + п" 2 (р 2 - г)]Х«\ 

Предположимъ, что система коваргантныхъ формъ (5) удовлетвори- 
етъ услов1ЯМъ леммы § 25. Эти услов1Я можно заменить следующими: 
1-е услов1е: х>0. На основанш равенства (8) находимъ 

т'п"-т"п'>0. 

2-е условге: А — Б>0, В^.0 и С — В^_0. Мы можемъ предполагать, 
что 

А = т а + т'т"р + т" 2 (р 2 -г), В = т'п' + (т'п* + т"п>) ^ + т"п п (р 2 -г), 

3-е услов1е: 6>0 и с/<0. На основанш равенствъ (6) получасмъ 

т'-т"р > и п'-п"р < 0. 
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4-е условна 0<«р<^1иО<С4' < С1- На основанш (4) 

б< т + тУЬтУ <1 и 0< » + "'Р + "У <1 . 

ЗамЬтямъ, что если (со, <о ; ) система значешй коваргантныхъ формъ 
(5), при чемъ (о = ^-|-< / р-|-^'р 2 , то число О, равное квадрату модуля 
числа о/, есть число союзное съ о> и определяется формулой 

Въ применены къ системамъ, зависящимъ отъ корней уравнешя 
(1), алгорпомъ, предложенный въ § 28, изменяется слйдующимъ обра- 
зомъ. 

Данную систему коваргантныхъ формъ нужно преобразовать 
подстановкой 

1 Р Т I 



О р' т' 

о р" т" 



= =ы 



ев систему 

Г т+т'р + т"р 2 п + п'р + п"р 2 1 

удовлетворятогцую слгъдующимъ условьямъ: 

1) т'п"-т"п'>0. 

2) Форма 

[т л + цЛ|*р+т г,2 (р 2 - г)]Х* + \2т'п' + (ж'п" + т"п') -| + 2т"п"(р*-г)]Х'Х п + 

+ [и' 2 + и'п"р + п" 2 (р* - г)\Х" 2 

нрпведппюя. 

3) Первый тэффицгентъ линейной формы Х'(т'—т"р)+Х'(п'—п"р) 
положительное чисм, а второй — отршщтельное чи&ю. 

4) 0< т + ш'р + гп!у <1 и 0< «+» , Р + »У <1 . 

•Заттмп должны быть найдены числа 

2(т+т"г)-т'р -т"р* 2(п+п"г)-п'р-п"р 2 



2<з 2о 

1 >н+ш/р + т"р 2 о 
Если а < ^? шо <•><>= ?= ^ ^о? число союзное съ 

ы + т'р + т"? 2 р . . 1 

> определяется по формулы (9). .лсш а^-^ , то 
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<о = 1 — ср. Такимь образож опредгъляются числа со , со„ («V и 
й , 2 П й 3 , соотвптствующгя помбипащямь (1, 0), (0, 1) и (1, -1), 
и га. д. во всеш согласно сь алгориемош, излооюеппыш вб § 28, 

Примере I. 
Дано уравнеше 

р з = 2р + 5. (10) 

Дискриминантъ этого уравнен1я/) = — 643, и потому предложенное 
уравнеше им'Ьетъ только одинъ действительный корень. Вычисляет 

р 7^2,09 и р 2 ^4,39. (11) 

Найдемъ подстановку, которая преобразуетъ систему ковар1аивых?ь 
формъ 

[1, Р, Р 2 ] ^12) 

въ приведенную систему 1-го рода. Въ разематриваемомъ случае 

т = 0, т' = 1, тГ = 0, п = 0, п' = 0, л" = 1 и о = 1. 

Следовательно 

т'п"-т"п'=1. (13) 

На основанш формулъ 

А = т* + »Лл"р + т" 2 (р 2 -г), .В = т'п' + (т'п п + т"п') |-+^"^ (р 2 -*>, 

С=п^ + п'п"р + п" 2 (р 2 - г) 
находимъ 

4=1, Я = 1р и С= -2 + р 2 . 

На основанш равенствъ (11) квадратичную форму (4, Д С) аанЯь 
няемъ формой (1,00, 1,05, 2,39) или, умножая во г Ь коэффпщенш на 
100, формой (100, 105, 239). Форма эта неприведенная. Цодстаншцит 



1 -1 
1 



(14) 



преобразуемъ ее въ приведенную форму (100, 5, 129). 
Линейную форму 

Х'(т'-т"р) + Х"(п'-п"р) 

преобразуемъ подстановкой (14). Въ разематриваемомъ случай им-Ьемъ 
форму X — А 7 'р, и потому поел* подстановки (14) получимъ фирну 
Х-\-Х'( — 1 — р), коэффищенты которой удовлетворяютъ 3-му уе.киню 
приведения. 
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Систему формъ (12) преобразуешь подстановкой 

1 р Т 
О 1 -1 
1 

Числа (3 и у опредЪлаемъ иэъ неравенствъ 

0<р + р<1 и 0<т-р + Р*<1- 

На основавш (11) находимъ (3 = — 2 и -( = — 2. Систему (12) 



подстановкой 



1 


-2 


-2 





1 


-1 








1 



ирпводимъ къ виду 



[1, -2 + р, -2-р + рЧ. 



(15) 



Эта система удовлетворяете всЬмъ усдовшмъ леммы § 25. 
Вычислдемъ 

<р=_2 + р=^0,09, ф=-2-р + Р*^0,30 

а=^ЬР-^-3,05, с = ^=^-1,15. 

Такъ какъ <р<С<Ь то вычислясмъ с — а Ф1 } 90. 
Число а меньше ^ и потому со = ср = — 2-{-р- Число ^союз- 
ное съ — 2 -{- р, на основаши (9), равно 2 -{- 2р + р 2 - Такъ какъ с < ^ > 

то 

ю, = -2-р + р 2 и 9,=3 + 3р + р 2 . 

Цо г — я > тг, и потому 

о), = 1+<р-ф = 1+2р-р 2 , а 2, = 3+3р+3р 2 . 

Число & больше 2 п 2,; кром* того выполнены условш 

<р + ф<1 и « + с< — 

Мм должны следовательно найти еще число 2, союзное съ 

<р + ф= -4 + р 2 . 

Нол у час ыъ 

а, = 4 + 5р + 2р*. 

Изъ чиселъ 

2, = 2 + 2р + р% 2, = 3 + 3р + р а и 2,=4 + 5р + 2р* 
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Йнбираемъ два наименьшихъ. Очевидно, что 2 < У, < Й а > и такъ кайъ 
$2 >1, то система вовар1антныхъ формъ (15) — приведенная система 
1-го рода. 

Составимъ теперь рядъ приведенныхъ системъ 1-го рода, сдйду- 
ющихъ (§ 24) за системой (15). Эту систему нреобразуемъ подста- 
новкой 

001 

1 00 

О 1 О 

Получимъ систему 

[-2 + р, -2-р + р*, 1] 
или въ нормальномъ вид* 



[•• 



-2-р + р* 
-2 + р 



-2+р ^ 



(16) 



Число союзное съ — 2 + р есть 2 — |— 2р -}- р а ; вромЬ того 
(-2 + р)(2 + 2р + р*) = 1, (-2-р + р')(2 + 2р + р*)=1+р, 
и потону система (16) можетъ быть представлена въ иид'Ъ 

[1, 1+р, 2+2р+р«]. 



(П) 



Этой системе соотв*втствуетъ квадратичная форма (Л, В, б 1 ), гд'Ь 

А = 1, В = 2 + ^ и С = 2 + 2 ( > + ?\ 

Получаемъ на этомъ основаши форму (100, 305, 1057), которая 
подстановкой 

1 -3 
О 1 



(1Й) 



преобразуется въ приведенную форму (100, 5, 127). 

Линейная форма Х'-\~Х"(2 — р) подстановкой (18) преобразуется 
въ форму Х'-\-Х"( — 1 — р), удовлетворяющую 3-му условш приведения. 

Бъ системе (17) двлаемъ подстановку 

1 р т 
О 1 -3 
О 1 

Числа р е у опредвляемъ изъ неравенствъ 

0<р + 1 + р<1 и 0<т-1-р + р а < 1. 

Находи мъ (3 = — 3 и т = — !• Подстановка 
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1 


-3 -1 





1 --3 





1 



приводить систему (17) въ виду 

[1, -2 + р, -2-р + р*]. 

Эту приведенную систему 1-го рода мы нашли раньше (15). 
Слвдуклцш рядъ системъ формъ и подстанововъ будетъ повторять- 
ся церюдически. 



|1, -2 + р, -2-р + р*] 

О 1 

10 

О 1 О 

-ЬР, 2 + 2р + р«] 



(I) 



[1, 1 + р, 2 + 2р + Р *] 

1 -3-1 

О 1-3 

О О 1 

[1, -2+р, -2-р + р*] (1)ит.д. 



Црпходимъ тавимъ образомъ въ заключению, что въ разсматривае- 
момъ случав рядъ нриведенныхъ системъ 1-го рода, представленныхъ 
въ нормалыюмъ видв, состонтъ изъ одной безчисленное множество разъ 
повторяющейся системы (I). 

Прштръ П. 
Даво уравнение 

р 3 = 19. (19) 

Всю цкшя алгебраичесв1я числа, завпсяшДя отъ ворня уравнешя 
(1!»), заключаются въ линейной формъ- *) 

,-Л + Р + р- 



Х+Х'р + Х 
Этой форм'в соотвйтствуетъ система вовар1антныхъ формъ 

Въ ра сматрнваемомъ случае 
т = О, *»' = 3, т щ = 0, и = 1, и' = 1, п" = 1 н з = 3. 



И Гм, Л. А. Маркова ш 8ир 1ез потЪгеа епИегз дерепйапЬ «Топе гасше снЫяпе ей*." 
.'Мсшодо |1е ГЛгаёеиие де 8*.-Ре1етаЪоигЕ, УП-€ эепе, Т. XXXVIII, *6 9. р. 4». Также И. И. 
11 |г ;| к п н ъ: р ЦЪдыж котмеБсяыя чнела" ^С-Петербургъ, 1^91 г., стр. 36) ■ Г. Воронок 
«О ииыи ал> Зраическяхъ числахъ, завясящихъ отъ корня уравнения 3-й степени ' »С.-Петер- 
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Квадратичная форма {Л, В, С) им'Ьетъ коэффициенты 
4 = 9, 5 = 3+|р и (7=1 + р + р 2 . 

Вычисляемъ р и р 2 : 

р#2,67 и р 2 =^7,12. (21) 

Форму (А, В, С) замйняемъ формой (900, 702, 1079). Эта форма 
приведенная. 

Коэффициенты линейной формы 1ГЗ-)-Х"(1 — р) удовлетвори ютъ 
3-му условш пряведешя, и потому систему (20) преобразуемъ подста- 
новкой 

1 р т 
10. 
О 1 

Числа (3 и у определяются изъ неравенствъ 

0<р + р<1 и 0<т+ 1-1 "^ +р2 <1. 

Находимъ (3 = — 2 и у = — 3. Подстановка 

1-2-3 
10 
О 1 



приводить систему (20) къ виду 

Эта система удовлетворяешь веЬмъ услов1ямъ леммы § 25. 
Вычисляемъ на основати (21) 

<р = -2 + р ^0,67, ф = ~ 8+ 3 Р + р2 ^0,60 



(22) 



Тавъ какъ <р>ф, то вычисляемъ а — с ^=0,96. На основавш не- 
равенствъ 

а < 2' с < 2" и а ~ с> ]Г 
обозначаемъ 

_8 + р + р 2 , , , 1-2р + р а 



10 
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Следовательно 

Й = 4+2 Р +р*, 2, = 5+Зр+р* и о, = Н±^±в!. 

Такъ какъ й, < 2 < У, и 2, > 1, то система 

I 1 ! °>»> ••]> 



т. е. 



[,, 1^±Е1, _ 1+ 4 



(23) 



приведенная система 1-го рода. Она получается изъ системы (20) под- 
становкой 



1 





-2 


0- 


-1 


1 





1 






Систему (23) преобразуемъ подстановкой 

00 1 

1 О О 
10 

Полученную систему иредставимъ въ нормалыгомъ вид*. Найдемъ 
систему 

-7-р+5р» 13+7р+р* 



Г, -7-р+5р» 13+7р+р* ] 
I 1 ' 30 ' 36 У 



(24) 



Зд'всь 



т — -7, т' «= -1, от" = 5, п = 13, п' = 7, п" = 1 и а = 36. 
Такъ какъ т'п" — т"п' = — 36 <0, то систему (24) замйняемъ 



системой 



Г. 13+7р+р» -7- р+5 Р » 1 

I 1 ' — зо — ' — зо — У 



(25) 



Этой системе соотвйтствуеть квадратичная форма (А, В, С), воэф- 
фищенты которой 

4 = 4У+7р+р 2 , В = -7+17р+5р* и С= 1-5р+25р*. 

Иолучаемъ форму (7481, 7399, 16565). Эта форма приведенная. 

Коэффищенты линейной формы Х'(7 — р)-\-Х"( — 1 — 5р) удовле- 
творяюсь 3-му условие приведения. Поэтому систему (25) преобразуемъ 
подстановкой 

1 р ч 
1 О 
1 
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Числа (3 и у определяем* изъ условш 

0<р + Ш^±Р! <1 и о< Т + ^±^<1. 
Находимъ р= — 1 и у = 0. Получаемъ тавимъ образомъ систему 

Вычисляем* 

<р=^0,08, ф ^ 0,72, а =^-1,00 и с ^-0,65. 
На этоиъ основаши находимъ 

л -23+7р.+р 2 -7- Р +5р 2 4-2р+р 2 

"• = 36 ' "'- 36 ' - = 9 



11+5р +2р* 4+13р+р* 

36 — ' а, = — аТ" ' 



ва^ о 



Такъ какъ й 2 > С2 , Й 3 > О, и выполнены услов1я 



<р+ф<1 й «+с<^, 



то вычисляемъ еще 



= т+ф = ^±р! и = 



1+4р+р 2 
6 



На основаши неравевствъ {2 < 12, < 42, приходимъ къ заключению, 
что система (26) приведенная система 1-го рода. Эту систему ырео- 
бразуемъ подстановкой 

1 

1 
О 1 О 

и полученную систему представимъ въ нормальномъ видй 

Г 10+4р+р г И+5р+2р*] 
I 1 ' 3 ' 3 У 

Эта система подстановкой 



10+4р+р г 11 

3 ' 


+5 Р +2р 2 
3 


)ВК0Й 


1 3-5 






0-3 2 






2-1 





преобразуется въ приведенную систему (23). 

СлЬдующш рядъ системъ и подстановокъ будетъ повторяться пе- 
рюдически. 
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[*• 



-2+р] 



1, 



1-2р+р 2 
3 ' 

00 1 

1 
1 

-7-р+5р» 13+7р+р а 



(I) 



36 



36 



1 


-1 





1 


и 


10 



1, 



-23+7 Р +р» -7- Р +5р* 



36 



36 



](П) 



[ 1>= »ЦйЙ,=2^К] т 



['■ 



1 

1 
10 

10^-4р+р 2 11+5р+2р» 
3 ' 3 

1 3-5 
0-3 2 
2-1 



[,, 1^±Р!, -2+р](1)ит.д. 



Низш1й предЪлъ численнаго значетя определителя х, составленнаго изъ иоэф- 
фищентовъ приведенной системы ковар!антныхъ формъ 



Г 1 ' ? ' * 1 

|_ 1, а+Ыу с+Ль] 



§30. 

Теорема. Если система коваргаитпыхъ формъ 

1> Ь I ф| 



Ь 1, «1+^1 г, с,+Й1г] 



(1) 



пртеденшш система 1-ю или 2-го рода, то опредиълителъ 

1 ?1 4»! 

%! = 1 о, с, 
Ь х Л х 

по числвнмой величить больше у -- • 

Способомъ, изложении мъ въ § 25, опред4ляемъ подстановку 



(2) 



1 р Т 
0Р' * 

о р" т" 



= ±1, 



дотирая преобразуетъ систему (1) въ систему 

Г 1 ' ? ' * 1 

[_ 1, а+Ьг, с+йг ^ 
удовлетворяющую услов1ямъ леммы § 25, 



(3) 
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Численное значеше определителя (2) равно численному значение 
определителя 

1 <р ф 

= (а- Т )<г-(с-ф)Ь. (4) 



х = 



1 а с 
О Ь Л 



На основанш 1-го условгя леммы § 25 

х>0. 

Допустимъ, что х не больше 1/~, т. е. 

х<|/|. (5) 

На основанш замйчаюя къ лемм* § 25 иолучаемъ неравенства 

0<Ь<х и 0<-^<х, (6) 

такъ какъ въ разематриваемомъ случае 

0<<р<1, 0<ф<1 (7) 

н потому 

а*+Ъ*>1, (1-а) 2 + Ь 2 >1, с* + й 2 >1, (1-с) 2 + #>1, (8) 

иначе система (1, 1) не представляла бы относительныхъ папина кит- 
рйантныхъ формъ (1). 

На основанш неравенствъ (5) и (6) находимъ 

0<Ь<^|- и 0<-с*<^|- (9) 

и, на основанш неравенствъ (8), 

такъ какъ изъ тождествъ 

XX х X X т 

сл'Ьдуетъ 

а < <р < 1 и с < ф< 1. 

Зд4сь А) В и С определяются, какъ и въ § 25, равенствами 

' А = (а-ч)*+Ъ\ Я=(а-<р)(с-ф)+Ьй и С = (с-ф) 2 +й*. (И) 
На основанш равенства (4) и неравенствъ (7) и (9) находимъ 

X > аА-сЪ > 0. (12) 
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Вводимъ въ наши разсуждешя квадратичную форму 

(аХ'+сХ") 2 +(ЪХ'+<1Х') 2 = (а*+Ъ*)Х' 2 +2(ас+М)Х'Х'Мс 2 +<1 2 № 2 - (13) 

Определитель этой формы — (аЛ — сЬ) 2 . 
На основаши (9) и (10) находимъ 

ас + ЬЛ > — — • 

Если бы оказалось, что ас-\-Ъ(1<1ъ, то шштиш формы (13) быль 
бы равенъ одному изъ чиселъ 

такъ какъ по условш эти числа больше единицы (иначе система (1) не 
была бы приведенной). Если этотъ пишшщп обозначимъ черезъ М 01 
то, какъ известно *), 

М1<*(а4-сЬ)\ 
о 



На основаши этого неравенства и услов1я М > 1 найдемъ 

аЛ—сЬ > 1/3. . 

На основаши неравенства (12) получимъ х>1/— , что противоре- 
чить предположешю. Итакъ необходимо: 

ас + ЪЛ>1* й . (14) 

По условш квадратичная форма (^4, В, С) приведенная, т. е. 

4-Д>0, В>0 и С-В^О. (15) 

На основаши равенствъ (11) и неравепствъ (7) и (10) находимъ 

В > ас + Ъ<1, 
и потому на основаши (14) 

в>ц. 

На основаши условш (15) иолучаемъ 

А>Ц и С>Ц. (16) 

Млшпшт формы (А, В, С) равенъ одному изъ чиселъ 
А, С и А-2В+С. 



*) См. ЬёЗеипеБтсЫе*: „ЕаЫепШеопе", § 66. 8. 167 (У1ег1е Ливане). 
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Найдемъ между этими числами два наименынихъ числа, воторыя 
обозначимъ М и N. Эти числа, какъ известно, удовлетворяют условш 

Ш< ъ(АС- В 2 ). 

И такъ какъ на основанш равенствъ (11) 

АС- В 2 = х 2 , 



то 



М2У<1х*. 



Одно изъ чиселъ М л N находится между числами (16). Если 
предноложимъ, что М<.^ то получимъ неравенство 






и на основаши (5) 



Л/<|- (17) 

На основанш неравенствъ (16) убеждаемся, что 

М = А-2В+С. 

Бели обозначимъ (со, со') систему значенш ковар1антныхъ формъ (3), 
соответствующую комбинацш (1, — 1) значенш перем'Ьнныхъ X! и Х\ 
то на основаши § 26 получимъ неравенства 

0<а><1 и й<А-2В+С+^7 

гд г Ь Й = |(о'| 2 . Следовательно, на основаши (17) 

Неравенства 0<(о<^1 и Й < 1 не могутъ существовать одновре- 
менно, если только (1,1) есть система, представляющая относительные 
ппшта ковар1антныхъ формъ (3). 

Нриходимъ такимъ образомъ къ противор г Ьч1ю, и иотому необхо- 
димо 



». 4 



я 



Замтангв. Сугцествуетъ бесчисленное множество приведенных* 
систеш коваргантныось формъ вида (1), у которыхъ численное значе- 
ны определителя % сколь угодно мало отличается отъ у — . 
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Паирии-Ьръ, система воваргантныхъ формъ 

1» <Р » 4» 



1.1, а + Ы, с + <иУ 



(18) 



1 Р 


т 


р' 


7' 


р" 


Т" 



коэффищепты которой 

можстъ быть сделана приведенной подстановкой вида 

= =Ы, 

если только $, в', в", 7), ?)' и г/' не равныя нулю положитатьныя числа. 
Определитель х системы (18) будетъ сколь угодно мало отличаться 

отъ у ' , если е, е', в", 7), у/ и г{' достаточно малыя числа. 

§ 31. 

Мы нашли точный ирсд'Ьлъ тиитшп'а значетй определителя х 
иршюдоиныхъ системъ ковар1антныхъ формъ вида (1). 

Весьма интересно и важно было бы найти точный низшш предЪлъ 
11111x1111111114 аначешй определителя х эквивалентныхъ системъ вида (1). 

Соответствующий вонросъ для системъ ковар1антныхъ формъ вида 

1>т "1 (19) 



[!: :-]■ 



рассмотренных* нами въ отдкгЬ I, решается на основаши изследоваяШ 
Л. И. Корки на и Е. И. Золотарева*). 

Точный ппаиий предЬлъ тнхшшт'а значешй определителя 



х = 



1? 

1 ,' 



— *-<Р 



»к»«ва,1ентиыхг спетом* вида (19) есть 1Г>. Опред-Ьдатель системы 



* -1+»5 : 



(20) 
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по численной величин* равенъ ^5, и это число есть тахшшт зваченш 
определителя % системъ вида (19) эквивалентныхъ системе (20), 

Если исключить системы эквивалентныя систем* (20), то точный 
низшш предЬлъ пишпшт'а значенш определителя х для остальныхъ си- 
стемъ есть ^8. 

На основаши изслЬдованш А. А, Маркова*) можно такимъ обра- 
зомъ получить безконечный рядъ чиселъ 

ВсЬ числа этого ряда имЬотъ замечательную форму 



ЗдЬсь т есть ц г Ьлое число; наприм^ръ, т равно: 1, 2, 5, 13, -.. 



Алгориемъ, при помощи котораго каждая данная система новарйантныхъ фориъ 
можеть быть преобразована подстановкой вида 



= ±1 



въ приведенную систему 2-го рода въ случаяхъ, когда такое преобразование 

возможно. 

§32. 



1 Р 


т 


р' 


г 


р" 


т" 



Лемма. Каждая система коваргантныяя формъ 

р> <Р > Ф 1 
1_ 1, а-\-Ы } с-\-<И ^ 

можегаъ быть преобразована подстановкой вида 



Ц) 



1 


Р 


т 





Р' 


т' 





Р" 


т" 



= ±1 



въ эквивалентную ей систему 



Г"1, <р. > Ь 1 
I 1, «1+М, с 1 + Л 1 гУ 



*) См. Л. М а р к о в ъ: „О бинарныхъ квадратичныхъ Формахъ иолозкительниго опреде- 
лителя". (С.-Истербургъ, 1880 г.). 

П 



— 82 — 

удовлетворяющую слгъдующимъ 3-мъ условгямъ: 

1) Числа <р, — а, и ф а — с, одною зпака, причем* 

|<р!-сц| > |фж — о.|; 
числа 6, и & 1 разпыхъ зпаковъ, если только 6, не ранено нулю, при чеш 



или 



|Ь.|<^| « 1*1 >^|, ««* |Ь,|< 1^.|^^|- ' 



но тогда ф, — с, = 0. 

2) а\-\- Ь] < 1 м <р, > 0, юрм чела* веди ( — 1 + а,) 2 -|- 6? < 1, яю 

|-1+<р,|>ф,. 

1 1 

3) -2 <С|< 2' 

Изъ коэффшцентовъ системы ковар1антныхъ формъ (1) составимъ 
систему коваргантныхъ формъ 

[Т; V]- (2 > 

Способомъ, изложеннымъ въ отдели I (§§ 7 и 9), преобразуемъ 
систему формъ (2) подстановкой 



р" 7" 
въ приведенную систему 1-го рода 



= ± 1 (3) 



[,; ;■]• 



(4) 



коэффищенты которой удовлетворяютъ слйдующимъ услов1ямъ: 

числа X и (1 одного знака, при чемъ | X | > | {1 1 ; числа X' и {л/ разныхъ 

знаковъ, при чемъ 



или 



|Х'|<У| и |11'|>/|, или |Х'|<И<}/|, 



но тогда (1 = 0. 

Когда коэффищенты системы ковар1аптпыхъ формъ (2): ср — а и 

ф — с образуютъ неприводимое основаше, тогда можно преобразовать 

эти ковар1антныя формы въ приведенную систему 1-го рода, удовлетво- 
ряющую услов1ямъ: 

|Х'|<^| и |р.'|>^|. (5) 
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Когда коэффищенты ср — а и ф — с образуютъ приводимую систе- 
му, можетъ случиться, что нельзя найти подстановки, которая преобра- 
зовала бы систему (2) въ приведенную систему 1-го рода (4), удовле- 
творяющую услов1ямъ (5). Такой подстановки нельзя найти только въ 
томъ случай, когда системе (2) эквивалентна система 

Х 2 , 



1.x;, &У 



(6) 

удовлетворяющая услов1Ямъ: числа X', и (1, разныхъ знаковъ, при чемъ 

|Х1|<|р.Я</|-. (7) 

Такихъ системъ въ отдели I мы не разсматривали, но эти системы 
можно также назвать приведенными системами 1-го рода. 

Предположимъ, что определены коэффищенты подстановки (3), пре- 
образующей систему (2) или въ систему (4), удовлетворяющую усло- 
В1ямъ (5), или въ систему (6), удовлетворяющую услов1ямъ (7). 

Данную систему ковар1антныхъ формъ (1) преобразуемъ подста- 
новкой 

1 р т 

О р' ?' ==Ы. 

О Р" ?" 

Число Р опредЬляемъ на основанш неравенства 

ф+р а +&'с) 2 + ®Ъ+Р'<1) 2 < 1. (8) 

Такъ какъ мы предполагаемъ, что существу ютъ или неравенства 
(5) или (7), то во всякомъ случай 



1Р'ь+Р''<*1<1/| 



Следовательно, всегда можно найти но крайней м-Ьрй одно значе- 
ше р, удовлетворяющее неравенству (8). Для этого нужно только опре- 
делить число (3 изъ неравен ствъ 

-^<1Н-Р'а+р''с<|- 

Если неравенству (8) удовлетворяютъ два значетя (3, то изъ нихъ 
мы выберемъ то, при которомъ численное значеше (3 -{- (3'<р + (3"ф наи- 
меньшее. 

Число у опредЬлимъ на основами услов1я 

- 2"<ТН-Т'а+7 ,, с< 2- 
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Необходимо им'Ьть въ виду, что всл , Ьдств1е 4-го услов1Я § 16 ни 
при какихъ ращональныхъ значешяхъ I, 1 и $" равенство 

1 + 1'а + е'с = 

не можетъ имЬть мЬста. Следовательно поставленными выше услов1ями 
ц^лня числа (3 и у вполне определяются. 

Если окажется, что число (3 ~|~ (З'ср 4" Р"ф положительное, то прео- 
бразоваше кончено, и подстановка 

1 р т 

О р' 1 = =ь 1 

О р" ?" 

приводить систему (1) къ виду, удовлетворяющему веЬмъ услов1ямъ 
леммы. Если число Р + р'ф + (3"ф отрицательное, то подстановка 

1-р - т 

0-р' -?' ==Ы 

О -р" -т" 



искомая. 



§ 33. 



Предположимъ, что *' и 2" камя нибудь ц'Ьлыя ращональныя числа 
и мы желаемъ найти д'Ьлое число /, удовлетворяющее неравенству 

(*+Л»+ «" С )* + (*'Ь+ М) 2 < 1. (9) 

Можетъ случиться, что этому неравенству будутъ удовлетворять два 
значешя Ц изъ нихъ мы выберемъ то, при которомъ численное значен1е 
числа *-|~*'? + *"Ф будетъ наименьшими Если неравенство (9) суще- 
ствуем при данныхъ значешяхъ ^, ^ и *", то оно будетъ также суще- 
ствовать и при значешяхъ: — I, — ^ и — /". Изъ чиселъ 

выберемъ то, которое положительно, и обозначимъ его черезъ со. 

Систему (со, о/) значенш ковар1антныхъ формъ (1) мы будемъ на- 
зывать системой, соответствующей гсомбинащи (*', С) значенш иеремйн- 
ныхъ X 1 и X". При этомъ условимся не считать различными комбина- 
цш (?,Ь") и (_*',_*"). 

Если при данныхъ значешяхъ ^ и *" неравенство (9) невозможно, 
то будемъ говорить, что комбинащя (V, *") невозможна *). 

*) Необходимо помнить, что раньше (§ 26) мы условились понимать слова: „система (ш, а/) 
соответствуете» комбинацш (**, /")" въ другомъ смысл*. Тамъ, где мы будемъ пользоваться ал- 
гопивмомъ, установленнымъ въ § 28, мы будемъ понимать эти слова такъ, какъ условились въ § 2С. 
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Нредположимъ, что система ковар1антныхъ формъ (1) преобразова- 
на въ систему 

Г1, ъ , *. 1 (10) 

удовлетворяющую услов1ямъ леммы предыдущаго параграфа. 
Мы желаемъ найти подстановку 



1р 


Я 


Ор' 


4 


0/ 


3" 



= =ы ; 



которая преобразуете систему (10) въ систему 

1, со, % 



Г1, со, % и 



(П) 



(18) 



при чемъ эта система должна быть или приведенной системой 2-го ро- 
да, или должны существовать неравенства 

0<со<1 и |<о'|<1. 

Намъ известно (§ 24), что при существовали этихъ неравен ствъ 
нельзя найти подстановки вида (11), которая преобразовала бы систе- 
му ковар1антныхъ формъ (10) въ приведенную систему 2-го рода. 

Когда система (<о, со') значенш ковархантныхъ формъ (10) найдена, 
опредйлеше чиселъ ^ ^ с( и </" въ подстановке (11) не представлястъ за- 
труднение такъ какъ, на основанш § 22, эти числа определяются толь- 
ко однимъ услов1емъ: определитель подстановки (11) по численной ве- 
личине долженъ быть равенъ единице. 

Въ дальнЬйшемъ мы будемъ говорить, что система (<о, о/) значенш 
коваргантныхъ формъ (10) есть искомая, если элементы ея удовлетворя- 
ют^ одному изъ сл г Ьдующихъ условш: 

или 0<о><0 и 1 а) | < С1) ши (ю* <*>) — 2-я система смежная съ (1, 1). 
Пользуясь этими условными терминами, мы слйдующимъ образомъ 
формулируемъ алгоривмъ, при помощи котораго каждая данная система 
ковар1антныхъ формъ можетъ быть преобразована подстановкой вида (11) 
въ систему (12). 

Алгоривмъ. 

Данная система коваргантныхъ формъ должна быть преобразо- 
вана подстановкой 



= ±1 



1 


Р 


тг 





Р' 


т' 





Р" 


Г 
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вь систему 



Г 1 ' * ' ♦ 1, 
|_1, а + Ы } с+<1ъУ 



удовлетворяющую условгямь леммы § 32. 

Если <р<1 или |ф|<С 1 и с2 + с ^ 2< С1? ^° вычисленья кончены, 
и одна изъ система* (<р, а-|-6г) ?г (ф, с-(-с?г) есть искомая. Въ томя 
случачъ, когда эти условгя не выполнены, вычисленья нужно продол- 
жать. 

1-й случай: \Л\<^1. 

Шли ф > 1, то меоюду системами, соотвтьтствующими комби- 
нацгямъ (1, О), (О, 1) и (1, — 1) перемуънныхъ X и X', находится 
искомая система (<о ? со'). 

Если ^ <С 1, то искомая система находится между системами, 
соотв1ьтстпвующими комбинацгямъ (1, 0), (1, — 1) и (1, 1). 

Н-й случай: |й|>1. 
2&.Ш ф > 1 или 6=0, тгао система (<р, а-|-&г) искомая. 
Если* §<С 1 и \Ь\^>0, то нужно найти глрьлое поло&сителъпое 
число 8, опред*ъляемое неравенствами 

|№+«*|<1 и \(8-1)Ъ+с1\ > 1. 

^Е^с^гг^ окаж&тся, что 8 > 3, иго система (<р, а -|- 6г) искомая. 
Если 8:?3, то искомая система находится среди система, соответ- 
ствующих* комбинацгямъ (1, 0), (8, 1) и (8+1, 1). 

Предположимъ, что при помощи этого алгориома определена иско- 
мая система (со, со'). Пусть 

ш = р+р'ф+р''^ и ел' = |>+^Ч а +^) +р"(с+<Н). 

Одно изъ чиселъ р' ър" по численной величин* равно единиц*. 
Намъ нужно найти ц*лыя числа </, </ и д", удовлетвори юпця ра- 
венству 

1 р я 
о у ?' 

р" ?' 

Для ббльшей опредЬлепности условимся полагать д = 0? д' = 0_ и 
5" — 1, если только // по численной величин* равно единиц*. Если 
же р' по численной величин* не равно единиц*, то будемъ полагать 
д = 0, д' = 1 и д" =■ 0. 

Мы предлагаемъ этотъ алгориемъ безъ доказательства. Изв*стное 
намъ доказательство довольно сложно, и потому мы его не приводимъ. 
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Зам'Ьтимъ только, что вей вопросы, которые мы рйшаемъ въ слй- 
дующихъ параграфахъ этого отдЬла, могутъ быть решены, какъ при по- 
мощи 1-го алгориема, установленнаго въ § 28, такъ и при помощи 2-го 
алгориома. Въ примйненш къ численнымъ примЬрамъ оба алгориема 
оказываются одинаково удобными. 

§34. 
Предположить, что коэффищенты системы 

Г га+т'р+т"р 2 п+п'р+п"р 2 ~| 

[_ > о ' а ] 

зависать отъ корней неприводимаго уравнешя 

р а = г р + 8 

съ отрицательнымъ дискриминаитомъ В = — Д. 
Сохраняя обозначен1я § 29, полагаемъ 

т+т'р4-т"р 2 . п+п'р+«"р 2 
, = * Е_, ф = 5- с 



<Р : 



_ 2(т+т"г)-т'р- т"р* _ 2(п+п"г)-п'р-п"р 2 



Составимъ систему ковархантныхъ формъ 

г<р-а, ф-сп 
I Ъ , Л У 

На основанш равенствъ (15) получимъ 

-2т"г+3т'р+3то"р» , -2п"г+3т».'р+3«"р 2 

Систему ковар1антныхъ формъ (16) заменяем* системой 
, + „-(р-|), „Ч»"(р-|)' 



»»'— то'р, 



п'-п"р 



(13) 



(14) 



(15) 



(16) 



(17) 



разд-влотъ числа <р — а и.(|| — с на о*- и числа Ь и с? ва — ^ 

Если система (16) будетъ приведенной, то и система (17) будетъ 
приведенной и наоборотъ. 

Предположимъ, что система ковар1антныхъ формъ (13) удовлетворя- 
ем услов1ямъ леммы § 32. На основанш 1-го услов1я этой леммы су- 
ществуют неравенства 
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|6|</|- и \Л\>1/\, 



такъ какъ равенство § — с = невозможно. На основанш равенствъ 
(15) находимъ 

|*-«"р|< в )/— 1_ и | П '_ П « Р | >0? /^-. ( 1 8) 

Мы обозначаемь А численное значеше дискриминанта уравнешя (14), 
и потому 

(Зр 2 -г) 2 (3р 2 -4г) = Д. 
На основанш неравенствъ (18) получаемъ 



|т'-ш''р|<о(Зр 2 -г)^/-|- и |л'-п"р| > а(3р 2 -г) ^/ 



Въ примЬненш къ системамъ ковар1антныхъ формъ, зависящимъ 
отъ корней уравнешя (14), преложенный въ предыдущемъ параграф* 
алгориемъ можетъ быть формул ированъ слЬдующимъ образомъ. 

Долокта быть найдена подстановка 



1 р т 
О р ; т' 
О р" т" 



= =Ы, 



которая данную систему коваргантныхъ формъ преобразуешь въ си- 
*шему 

[\ т+т'р+т"р 2 м+?*'рЧ-н"р г 1 

удовлетворяющую слтьдующимъ условгямъ: 
1) Система коваргантныхъ формъ 



»Ч-»'(р-|), »ч»-(р-|) 



_ т — т р, 
приведенная система 1-ю рода, при чемъ 



п'-п"р 



|т'~т' г р|<а(Зр 2 -г)^/|- и |п'-п"р| > о(Зр 2 -г)^/^ ; 



чча-ла 



»>'+т"( Р -|) и «Ч-««(р-|) 
могутъ быть отрицательными. 
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лЧ *л+т'р+т гг р 2 л „ , ,„ т+т'о+т"р 2 . 

2 ) * = о — — >° и а 2 -\-&=чис. союз. у — — < 1; 

приэтомя, есЛи (— 1+а) 2 + Ь 2 < 1, мо | — 1+<р|><р. 



3) |с| = 



2(п+п п г)-п'р-п"р 2 



2о 



1 
<2 



Лбсди окажется, что ср <^ 1 шш |ф|< 1 и с 2 +сР< 1, шо вычи- 
сленгя кончены, и одна гсзь систем* (ср, а-\-Ы), (ф, с-{чИ) искомая. 
Въ том* случать, когда эти условгя не выполнены, вычисления нужно 
продолжать. 

1-й случай: \ п 1 - п"р | < о (Зр 2 - г) у -^ • 

Если ф ^> 1, то одна изь системе, (юотвгьтствующиосъ комбина- 
цгямъ (1, 0), (1, — 1) и (О, 1), есть искомая. 

Если ф< 1, то искомая система находится между системами, 
соотвгьтствующими комбинащямя (1, 0), (1, — 1) и (1, 1). 

П-й случай: |п'-п"р| > а(3р 2 -г)^/ д- • 

2&ли ф > 1, то система (<р, а-|-6г) искомая. 
Если ф<С1> етю нуонмо найти щьлое положительное число 8, 
опредгълявмое неравенствами 

\д(т'-т п 9 )+п'-п"р\<:о(Зр*-г)^ и |(8-1)(т'-т г 'р)+п'-п г, р| >о(Зр 2 -г)|/-|- ■ 

Если окажется, что 8 > 3, иго сггсягелеа (<р, а -}- Ы) искомап. 
Если 8:13, то искомая система находится среди системе, сотпють- 
ствующихб комбинацгямъ (1, 0), (8, 1) и (8+1, 1). 

Примгърь I. 
Дано уравнеше 

р* = 2р+б. 
Вычислдемъ 

р ф 2,09, р 2 ^ 4,39 и Д = 643. (19) 

На основанш (19) нахоДимъ 

р-|~^1,45, (Зр 2 -г)^|-^0,76 и (Зр 2 -г)^А=^0,88- (20) 

Преобразуемъ систему ковар1антныхъ формъ 

[1, Р, Р 2 ] 
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въ приведенную систему 2-го рода. Для этого составляемъ систему 

,+4-1), ». + .-(р-|)' 



то'— ю»"р, 



п'— п"р 



Такъ какъ въ разематриваемомъ случай 

т = 0, т'=1, то"=0, п = О, п' = 0, п" = 1 и а — 1, (21) 

то получаемъ систему 

■ 2г -I 

.1, "Р - 
На основаши (19) и (20) получаемъ систему 

1, 1,45 



Г1, 1,45 П 
[1, -2,09 .Г 



которую шгБняемъ системой 



г 100, 145-1 
1100, -209]' 



(22) 



Мм должны найти подстановку, которая иреобразуетъ эту систему 
въ приведенную систему 1-го рода 

X, (1 



&: "Л 



при чемъ коэффициенты этой системы должны удовлетворять, на осно- 
ваши (20) и (21), условхдмъ 

|Х'|<76 и ||1'|>76. (23) 

Подстановка 

2 1 
1 О 

иреобразуетъ систему (22) въ приведенную систему 1-го рода 

г 345, 100 1 
1.-9, 100 _Г 

удовлетворяющую услов1ямъ (23). Въ системе ковар1антныхъ формъ 

[1, Р, Р 2 ] 
дъмаенъ подстановку 

1 Р Т 
О 2 1 
О 1 О 
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Числа (3 и у опредйляемъ изъ неравенствъ 

|Р+2а+с|<1 и | т +а|<1. 

Такъ какъ въ разсиатриваемомъ случай на основанш равенстбъ (15) 

Р 4— р 2 

то получаемъ неравенства 

|р-2,28|<1 и | т -1,05|<|-. 

Следовательно р = 2 или 3 иу = 1, 
Полагая (3 = 2, найдемъ, что 

|2+2а+с|<~, 

и потому число союзное съ числомъ 2+2р-}-р 2 меньше единицы. Если 
же положить (3=8, то число 3+2р-|-р 2 будетъ больше 2+2р+р 2 , и 
потому значеше (3=3 нужно отбросить. 

Такимъ образомъ получаемъ подстановку 

1 2 1 
О 2 1 
О 1 О 

которая систему ковар1антныхъ формъ 

[1, Р> Р 2 ] 
преобразуетъ въ систему 

[1, 2+2р+р*, 1+р], (24) 

удовлетворяющую всЬмъ услсшямъ леммы § 32. Полагаемъ 

т = 2, т' = 2, т" = 1, п = 1, п' = 1, п" » и о = 1. 

Въ разсиатриваемомъ случай п! — тг"р = 1, и такъ какъ на осно- 
ванш (20) 

в(8р>-г)/± ^=0,88, 
то 



п'-п"р > о(Зр 2 -г)^ 



Сл&довательно система коваргантныхъ формъ (24) удовлетворяете 
услов1ямъ П-го случая предложеннаго въ этомъ параграфе алгориема. 
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Согласно съ этимъ алгориемомъ вычисляем* число ф=1-[-р. Такъ 
какъ 

ф = 1+р ф 3,09 > 1, 

то система (<р, а-\-Ы) есть искомая, и потому система коваргантныхъ 
формъ (24) — приведенная система 2-го рода. 
Преобразуем* систему (24) подстановкой 

1 

1 О О 

1 О 

Приведя къ нормальному виду полученную систему, найдемъ си- 
стему 

[1, -2-р+р«, -2+р]. 

Не трудно убедиться въ томъ, что эта система подстановкой 

1 10 3 
О 1 О 
О 31 

преобразуется въ систему (24). 

Сд'ЬдующШ рядъ системъ формъ и подстановокъ будетъ повторять- 
ся пер! одически *). 



[1, 2 + 2р+р», 1 + р] 

О 1 

10 

О 1 О 

[1, -2-р + р', -2 + р] 

Дано уравнеше 
Вычисляемъ 



(I) 



[1, -2-р + р*, -2+р] 
1 10 3 
10 
3 1 
[1, 2 + 2р + р» 1 + р] (1)ит.д. 



Примгьръ П. 
р 3 = 19. 



(25) 



р^=2,67, р 2 #7,12 и 4 = 27.19*. 
Въ разематриваемомъ случай г=0, и потому 

р-|^#2,67, (Зр»-г)/|- =1^0,37 в (Зр»-г)/^^0,43. (26) 



*; Сраин* иерюдъ приведенныхъ системъ 1-го рода, пожученныхъ въ § 29 (прюгвръ I, 
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Преобразуемъ систему 



[!•*' 



1+р+Р 5 
3 



] 



(27) 



въ приведенную систему 2-го рода. Составляемъ соответствующую этой 
систем* формъ бинарную систему 

гЗ, Ц-р-1 
1.3, 1-р_Г 

Эту систему зам'Ьняемъ на основанш (25) системой 

г 300, 367 -. 
1.300, -167] 

Тавъ какъ въ разсматриваемомъ случай 

о = 3, о(Зр 2 -г)^/А^=1,11 и о(Зр*-г)^/-1 ф 1,29, (29) 

то мы должны преобразовать систему (28) въ приведенную систему 1-го 
рода 

коэффищенты которой удовлетворяютъ неравенствамъ 

|Х'|<111 и |ц'|>Ш. 
Система (28) подстановкой 

1 1 

2 1 

преобразуется въ приведенную систему 1-го рода 

г 1034, 667 т 
[-34, 133 .Г 

удовлетворяющую этимъ условкмъ. 
Подстановкой 

О 1 1 
О 2 1 

преобразуемъ систему (27). Получимъ систему 



(30) 



[1, Р- 



2+5р+2р» 



| Т + 



1+4р+р ! 



^ ' '' 3 

Числа (3 и у опредъмяемъ изъ неравенствъ 



-]• 



(31) 
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И 



4-бр-2р а 



<1 и 



Т + 



2-4р-р* 
6 



< 



Находинъ (3=3 или 4 и *|С=3- 
Такъ какъ при значенш (3=3 число 

3 4-5 Р -2р« 



>*• 

то мы должны найти число союзное съ числоиъ 

а , 2+5р+2р» _ 11+5р+2р» 

6+ — § з 

Получаемъ число 

- 23+ 3 7 " + "У о,94, 

которое меньше единицы, и потому (3=3. Система (31) обращается въ 
систему 

[,, И±5е±2р?, т±±?], т 

которая удовлетворяетъ всЬмъ услов1ямъ леммы § 32. 

Такъ какъ въ системе (30) коэффищентъ 133 на основанш (29) 
больше 

100о(3 Р *-г)}/^ =^129, 

то система (32) удовлетворяетъ условшмъ П-го случая. Число 

и потому система (<р, а-\-Ы) искомая. Оказывается такимъ образомъ, 
что система (32) есть приведенная система 2-го рода. 
Преобравовавъ систему (32) подстановкой 

001 
1 00 
О 1 О 



получимъ систему 



[■• ^ 



— 7— р+5р а -23+7р+р 8 



36 



36 



(33) 



Соответствующую этой систем-Ь бинарную систему вовар1антныхъ 
формъ 
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--1+5р, 7+м 
.-1-5р, 7-р] 



занйняемъ системой 



[. 



1235, 967-1 
-1435, 433 _Г 



(34) 



Тавъ кавъ въ разсматриваемомъ случай о— 36 и на осповавш (26) 

в(Зр 2 -г)|/|^ 13,32 и о(Зр 2 -»-)^ ф 15,48, 
то система (34) подстановкой 



1 

1 -1 



преобразуется въ систему 



г 967, 268-1 
1433, -1868]' 



(35) 



.433, -1868. 

удовлетворяющую 1-му условш леммы § 32. Тавъ кавъ крон-Ь тоги 
коэффициента системы (35): 1868 больше 1548, то мы нмЬемъ д-вло со 
П-мъ случаемъ. Систему (33) преобраауемъ подстановкой 

1 1 О 
О 1 
О 1 -1 



въ систему 



['. 



13+7р+р« 4-2р+р : 



36 



9 



'-]• 



(36) 



удовлетворяющую всЬмъ условшмъ леммы § 32. 
Тавъ кавъ 

ф= 4-| ±Е1#0в4<1 _ 

то согласно съ предложеннымъ алгориемомъ нужно найти цЬлое число 
8, определяемое неравенствами 

|4338— 1868| < 1548 и 1 433(8-1)- 1868 1 > 1648. 

Получаемъ 8=1, и потому искомая нами система находится меж- 
ду системами, соответствующими комбинащямъ (1,0), (1, 1) и (2, 1). 
Безъ труда убеждаемся, что система (<р, а-{-6г), соответствующая ком- 
бинащи (1, 0), есть искомая. Следовательно система (36) есть приве- 
денная система 2-го рода. 

Подстановкой 
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1 

1 
1 О 

система (36) преобразуется въ систему 

г -8+р+р» 1-2р+ Р Ч 
I ' 3 3 ) 

Не трудно убедиться въ томъ, что эта система подстановкой 



1 


12 


9 





3 


2 





-1 


-1 



иреобразуется въ приведенную систему 2-го рода (32). 

Следую |ц[й рддъ системъ формъ и подстановокъ будетъ повторять- 
ел иерюднчееви *). 



[.."^ауу],!) 



[«. Щ*± *=**] и 



1 

1 О О 
О 1 О 



Г 7 р+Бр» -23+7 Р +р» 1 
I '• :м * 36 \ 



1 1 О 
00 1 
1 -1 



[,,1»±^±г!,1^±г!] (и) 



00 1 

1 00 
О 1 О 



Г, -8+р+р» 1-2р+ Р Ч 
Г' 3 ' 3 ^ 



1 


12 


9 





3 


2 





-1 


-1 



[..ш^аг.шздо, 



■т.д. 



УслоЫя необходима ■ дастатгмыа дм таге, чтевы 

рЬнтвыхъ фциъ Сия м— аааитаы. 

Кап* при иомощн ахгорнома, установленная въ § 28, такъ ■ при 
помощи ад1ч>р*ома, иредложеннаго въ § 33, всегда можно найти при- 
веденную систему того им другого рода эквивалентную данном систе- 
ме копа)нант1шхъ формъ. Предиодожижъ, *то дана система 



*> Суамь *ЧЧ\\Д* 1ф«1*Л«ШШГЬ акт?» 1 г» до*, 



» § » VI 
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1, <Р , Ф 



П> <Р > Ф ] 
1.1, а + Ыу с+Ль] 

и нельзя найти подстановки вида 



(1) 



1 р Т 
О р' т' 
О р" 7" 



1, 



(2) 



которая преобразовала бы эту систему въ приведенную. Въ этомъ слу- 
чай можно найти, наприм4ръ при помощи алгориема, установленнаго 
въ § 28, подстановку (2), которая данную систему преобразуешь въ си- 
стему 

'1> Ъ , ф| 



(3) 



11, Ог+Ъ г г 9 Сх + Л х г1 

при чемъ 

0<<р,<1 и |а, + М|<1. 
Систему (3) преобразуемъ подстановкой 

1 

1 О О 
О 1 О 

и полученную систему представимъ въ нормальномъ видЬ. ЗагЬмъ при 
помощи алгоривма § 28 найдемъ подстановку вида (2), которая эту си- 
стему преобразуетъ въ систему 



Г1| Ь > Ф> 1 
1-1, <Ъ-\-Ъ%% 7 Ъ+А 2 1у 



при чемъ эта система или будетъ приведеппой системой 1-го рода или 
будутъ существовать неравенства 

0<<р, <1 и |о,+Ь,*|<1. 

Такимъ образомъ получимъ рядъ системъ 

1, ?1 , *1 1 ГЬ ъ , Ф 



Г1, ?1 , ф! 1 Г1, Ъ , Ь "I 

1_ 1 7 а,+М, Ъ + с^гУ |_ 1, а,+Ь,г ? с,+<4<-]' 

коэффищенты которыхъ удовлетворяюсь неравенствамъ 
0<<р*<1 и \а к + Ь к ь\ <: \ } (* = 1,з,..). 
Обозначимъ 

Щ = ?!?>... ф* и &' к = (а 1 + Ь 1 г)(а а + ЬзО---( а *+Ь А г). 
На основанш неравенствъ (5) находимъ 



(4) 



(5) 



13 
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0<а>*<1 и :а>Я<1, <*=!.>,...>. (6) 

Не трудно убедиться въ томъ, что (<о*, (й' к ) есть система значешй 
ковар1аптпыхъ формъ (1), получаемая при ц-Ьлыхъ ращональныхъ значе- 
шяхъ перемйнныхъ X, X' и X й . На основанш неравенствъ (6) убеж- 
даемся, что число к не можетъ быть сколь угодно болыиимъ, и потому 
рядъ (4) состоитъ изъ конечнаго числа членовъ. 

Предположимъ, что система 

1, <Р* ,• Ф* 



Г 1 ! ?* 1- Ф* ] 

1.1, <1к+Ъ к 1, с к + Л к {] 



есть посл&дшй члепъ ряда (4). Преобразуемъ эту систему подстановкой 

1 

1 О О 
О 1 О 

Полученную систему представимъ въ нормальномъ вид* и найдемъ 
подстановку (2), которая преобразуетъ эту систему въ приведенную си- 
стему 1-го рода. Следовательно, при помощи конечнаго числа дЬйствгй 
можно найти приведенную систему 1-го рода эквивалентную данной си- 
стеме ковар1антныхъ формъ. 

Если даны две кашя нибудь системы ковар1антныхъ формъ и тре- 
буется узнать, эквивалентны ли эти системы или нЬтъ, то можно дан- 
ныя системы заменить эквивалентными имъ приведенными системами, 
и нужно будетъ только узнать, эквивалентны ли эти приведенныя си- 
стемы или нить. 

Теорема. Для тою, чтобы системы коваршитныхъ формъ 

Г 1 ' * ' ♦ 1 « Г 1 ' *' ' ♦' 1 (?) 

11, а + Ы, с + <И1 [1, а'+ЪЧ, с'+й'%\ 

были эквивалентны, необходимо и достаточно, чтобы ряды соотвпт- 
сгЯвтно эквивалентным имъ приведепныосъ системъ 1-ю рода 

Г 1 ' * ' ф ' 1, Г 1 ' ь ' * 1. - (8) 

и 

[Ь Ф« > Ф« ] Г 1 * <Р< > # 1 (9) 

Ь, "', + Ь',г, ^-М'.и' 1.1, а' 2 + Ъ' 2 г, с' 2 Ч- ^ ^ ' 

удовлетворили слпдуюгцимт, условгпмъ: 
или система 

р, <Р*-ь , Фм-> 1 (10) 
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ряда (8) при всякомь значснт ) = 1, 2, ... м<ж:сть быть преобразова- 
на подстановкой вида 



1 е 
О 1 3 
О О =Ы 



въ систему 



ряда (9), или система 






(П) 



(12) 



1, 



[;; 



Ь 1 



при всягсомб значенги 7=1, 2, 
стему 



люжегт быть преобразована въ си- 



I. 1, а^ + Ьд^г, 4 +) + «&+>* ^ 



подстановкой вида (11). Здп>съ кик тькоторыя щьлыя числа, ко- 
торый моьутя быть равны нулю. 

Такимъ же условгяж должны удовлетворять ряды, составленные 
изъ приведенных^ системе 2-ъо рода. 

Услов1я теоремы очевидно достаточны для того, чтобы дапныя си- 
стемы ковар1антныхъ формъ были эквивалентны. Нулей о только дока- 
зать, что эти услов1я необходимыя. Мы предполагаем^ что приведен- 
ная система 

Г 1 ' * > +■ 1 (13) 

эквивалентна первой изъ дапныхъ системъ (7), а приведенная система 

Г 1 ' + > + 1 1 (14) 

эквивалентна второй изъ системъ (7). Если системы (7) эквивалентны, 
то будутъ эквивалентны системы (13) и (14). Наоборотъ, если систе- 
мы (13) и (14) эквивалентны, то системы (7) также будутъ эквивалентны. 
Предположимъ, что система (13) преобразуется въ систему (14) 
подстановкой 



а 


Р 


Т 


а' 


Г 


^ 


а" 


Г 


т" 



= =ы. 



(15) 
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Мы предполагав мъ, сл-§довательно, что система (13) поел 4 подста- 
новки (15) обращается въ систему 

Р' ** ' *♦'' 1. (16) 

Здйсь 

т = а + а'<р, + а"<Ь и %' = а + а' (а, + 6, + а" (<Ч + <^г) . 

Такъ какъ по условш система формъ (14) приведенная система 
1-го рода, то система (16) также приведенная. Поэтому системы 

(т,т') и [т<р',, х г (а\ + Ь\ь)] 

представляютъ относительные пшшпа ковар1антныхъ формъ (13), и при 
томъ система 

К„ т'(а; + «|)] 

есть первая система смежная съ (т, т 7 ). 

Можно предполагать, что т число положительное, такъ какъ въ про- 
тивномъ случай можно изменить знаки всЬхъ коэффищентовъ подста- 
новки (15). 

1-й случай: 0< т< 1. 
Предположимъ, что составленъ рядъ (I) (§ 20) 

... (<о_,, «!_,), (<о 0? ©;,), (»,, »',), ... (17) 

послЬдовательныхъ относительныхъ шиита ковар1антныхъ формъ (13). 
Если о) =1 и о>о=1, то, на основаши § 24, существуютъ ра- 
венства 



= 1 ; 0),=^,, О);, = <р,<р,, ... I 

о = 1, ш', = а, + 6,1, со* = (а, + 6,1) (а, + 6, а), ... | 



(18) 



Такъ какъ системы 

(т,т') и [тер;, т'(а;+б;о] 

находятся въ ряду (17) и 0<^х51, то можно обозначить 

т = со*, т' = о>* и тер', = о>*.|_, , т'(а', + 6',г) = 0)*+, . (19) 

Зд*сь &>0. 

Съ другой стороны, на основаши равенствъ (18) найдемъ 

(й* + 1 = ю*<р*+1 и со^1 = ю*(а*-и + 6*+,г) 

и, если обозначимъ 
то система 
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(20) 



будетъ приведенной системой 1-го рода, получаемой изъ системы (13) 
посхб некоторой подстановки. 

Система (16) получается изъ системы (13) послй подстановки (15), 
и потому система (16) получается изъ системы (20) послй некоторой 
подстановки.. На основаши равенствъ (19) и условш § 16 убеждаемся, 
что эта подстановка им'Ьетъ видъ 

1 е 

1 8 . (21) 

О О =Ы 

Приводя системы (20) и (16) къ нормальному виду, убеждаемся, 
что система 

можетъ быть иреобразована въ систему (14) подстановкой (21). Не 
трудно загЬмъ убедиться, что при всякомъ значенш у= 1, 2, ... систе- 
ма (10) можетъ быть преобразована въ систему (12) подстановкой ви- 
да (11). 

И-й случай: х > 1. 
Въ этомъ случай система ковар1антныхъ формъ (14) преобразует- 
ся въ систему 

1 1 

т т т * т 



I* 



подстановкой обратной подстановки (15). Такъ же, какъ и въ преды- 
дущемъ случае, убеждаемся, что система 



Г1> Ъ > Ф/ ] 
1.1, ъ+Ър, ц+йрА 



при всякомъ значенш ^=1, 2, ... можетъ быть преобразована въ си- 
стему 



Г 1 * <Рм-> > Фи-; ~] 



подстановкой вида (11). 

Замтанге. Можно каждую приведенную систему 1-ю рода при 
помощи подстановки (11) представлять въ такомъ вшИъ, чтобы двгь 
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различныхъ приведенные системы, 7юлученньгхъ такимъ образомъ, 
не могли быть преобразованы одна въ другую подстановкой вида 
(11). Дли таю, чтобы въ этомъ случаи» системы (7) были экви- 
валентны, необходимо и достаточно, чтобы существовали слиьдую- 
щгя равенства: 

гыи у кН = 5$ > а к+) + Ь *Ъ * = ^+Цг и ф А+> = ф,', с* +> + <**+ * = о'+Ч'* 
&*№» Л>У, &>0 м; = 1, 2, ... 



У слов I я необход ниыя и достаточный для того, чтобы рядъ приведенныхъ си- 
стеиъ ковар!антныхъ фориъ состоялъ изъ периодически повторяющихся 

членовъ. 

§36. 

Теорема, Для тою, чтобы рядъ приведенныхъ системъ 1-ю рода 



(1) 



(2) 



1.1, аг+ЪгХ, с 1 +Л 1 ьУ 1.1, а,+Ь,г, ^Ч-^-Г 
жвталвптпыхъ данной системгь коваргантныхъ формъ 

р> ф , Ф ] 

состоял?* 1Ш тргодически чювторнющихся членовъ, необходимо и до- 
статочно, чтобы коэффищенты системы (2): ср и ф бъыш алгебраи- 
честн числи, лависящгя отъ корня одного и того о/се неприводимаю 
ураоняиш 3-й степени съ отрицателънымъ дискриминантомъ, а числа 
а-\~Ы и с-\-<11 были бы алгебраическгя числа соответственно сопря- 
женный съ числами ср и ф. 

Нредиилоаншъ, что въ ряду (1) находятся двЪ тождественныхъ ири- 
ведениихъ системы 1-го рода 



р| ?* > ** 1 и Г 1 ' ™" я ' ** +л 1. 



(3) 



Необходимо при этомъ имЬть въ виду, что мы не считаемъ раз- 
личными приведенный системы одного и того же рода, если одна изъ 
нихъ можетъ быть преобразована въ другую подстановкой вида 



= ±1. (4) 



1 


е 


1 


8 


±1 
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Если въ ряду (1) находятся татя дв* системы (3), что одна изъ 
нихъ можетъ быть преобразована въ другую подстановкой вида (4), то 
мы будемъ предполагать, что это преобразоваше выполнено, и следова- 
тельно существуютъ равенства 

<р*+» = <р*, ф*+« = Ф* и а*4^+Ь*+я^ = <*к+Ъ к г } с к ^ п +Л к ^ л % = с к +Л к г. (5) 

Предположимъ, что первая изъ системъ (3) преобразуется во вто- 
рую подстановкой 

а р Т 
5= . а' р' Т ' ==Ы. (6) 

а" р" Т " 



Система 



|"1; 1* у Ф* 1 
I 1, а* + М, с к + Л к г] 



щ к 1 



= 



(8) 



на основаши равенствъ (5) посл4 подстановки $ приметъ видъ 

ГЕ, Еу к , Е^ 

1Е, Е'(а к + Ъ к 1) } Е{ 
Зд4сь 

а+а'<р* +<*"Ф* = Е , а+а'(а* + М)+<*"( с * + <***) = Я' 

Р+Р'<р* + Р"ф* = Еу к) р+Р'(а, + М)+Р''(с* + ^г) = Я'(а* + М) I. (7) 

7+Т'<Р* +т"Ф* = ^ф*, Т+Т'(<** + М)+т"(<* + <***) = Щс к + й*г) . 

Обозначимъ черезъ Е" число сопряженное съ Е. 

Исключая изъ равенствъ (7) числа <р* и ф 4 , найдемъ уравнеше 

а-Я а' 

Р Р'-Я 

Т т' 

или въ развернутомъ вид*: 

-Е* + (а+^+^)Е г ^У^ п ^+^а^а п +а^--а^)Е^Ь 1 ш 0. 

Приходимъ къ заключешю, что Д ^ и .23" сопряженныя алгебра- 
ичесмя единицы, удовлетворяющая уравненш 3-й степени. 

Уравнеше (5) неприводимое, такъ какъ разлагаться на множители 
оно могло бы только въ случай, когда Е==ь1. Но на основаши § 24 
и равенствъ (7) находимъ 

Е = <р* <р*+1 . . . <р*+»-1 и I? = (а к + Ь*г) (<**+, + Ъ+гЪ) . . . («*+*_, + Ь*+»-ч*)- 

Числа ср* , <р А+] , . . . <?*+*-., удовлетворяют неравенствамъ 

0<<р*< 1, 0< ?,+, <1, ... 



а" 
Р'< 
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и потому 

0<Е<1. 

Числа Е и Е' сопряженный комплексный числа и действительны- 
ми числами быть не могутъ, въ чемъ легко убедиться на основанш ра- 
венствъ (7). Следовательно дискриминантъ уравнен1Я (8) число отри- 
цательное. 

Исключая изъ равенствъ 

* + а'у к + а"$ к = Е и р + р'<р, + р''ф, = Еу к 

число 'I;, найдемъ 

Ч*— а 'Р'-а"Р+а"Е' К ' 

Исключал изъ равенствъ 

а + а'у к + аЦ к = Е и ? + ?'<р* + тЧ* = Е Ь 
число 'й х , найдемъ 

Такъ какъ уравнете (8) неприводимое, то изъ равенствъ (9) и (10) 
сл'Ьдуетъ, что ф* и $ к <1лгебраическ1Я числа, зависянця отъ корпя урав- 
пен1я (8)р 

Подобны иъ же образомъ найдемъ 

, , . а"В-аВ"+в"Е' , , . ы'-ч'а+ч'Е' 

и потому а*-|-6*г и с А -|-^^ алгебраичесшя числа соответственно сопря- 
жсппыя съ числами <р* и $ к . Не трудно доказать, что все числа <р, 
у п ^р,, ... принадлежать къ одной и той же кубической области и что 
а-\-Ы, а,-|*&|Л №»— |— 6 я г , . . . соответственно сопряженныя съ ними числа. 
Замйтимъ, что въ разсматриваемомъ случае весь рядъ (1) состоитъ 
изъ пер!одически повторяющихся системъ 

Г 1 ' ь ■ * Е 1, Г 1 ' ь ' *■ 1, ... Г 1 ' ? " ' *■ 1. 

Предподожимъ, что система 

Г1, Ь , *. 1 (П) 

подстановкой Т 7 преобразуется въ систему 

Г 1 ' Ь ' Ф * 1. (12) 
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Система (12) подстановкой 5 (6) преобразуется въ систему 
Е } Еу к , Е$ к 



ГЕ, Еу к , Е^ к 1 

1Е, Е(а к + Ъ к г) } Е(с к + А к ъ)У 



Эта система подстановкой Т~\ обратной Т 7 , очевидно преобразу- 
ется въ систему 

\ Е > Е * 1 ' Е ** 1 1 (18) 

1Е', ^(а, + Ь,0, Щъ + щУ ' ' 

Следовательно система (11) подстановкой Т8Т~~ 1 преобразуется въ 
систему (13). 064 эти системы приведенныя системы 1-го рода, и по- 
тому (Е, Е) система, представляющая относительные пшшпа ковар1ант- 
ныхъ формъ (11). Такъ какъ 0<^?< 1, то мы можемъ обозначить 

Е = <р1<р, . ..<р т и Е = (а 1 + Ь 1 г)(о 3 +Ь,г)...(а т +Ь т г) ; (14) 

т. е. системы 

Г 1 ' *' ' ♦' 1 и Г 1 ' *"+' ' *■+' 1 (15) 

1.1, «1+^1 Ь с, + еЯ,0 |_1, а, л+ , 4- &»+!*> с т+1 + ^„н-1 г -^ 

тождествены. Следовательно весь рядъ (1) состоитъ изъ перЬдически 
повторяющихся системъ. На основами равенствъ (14) находимъ 

Раньше мы нашли, что 

Е = <р*<р*+, • • • ?*+*-! и ^' = ( а * + ь * *) ( а *+« + ь *+1*) • • • ( а *+»-1 + ь *+п-1*) > 

следовательно т = п. 

Мы доказали такимъ образомъ, что рядъ (1) можетъ состоять изъ 
перюдически повторяющихся членовъ только тогда, когда ср и ф алге- 
браическш числа, зависяпдя отъ корня неприводимаго уравнешя 3-й сте- 
пени съ отрицательнымъ дискриминантомъ, а числа а-\-Ы и с-\-(1г 
соответственно сопряженныя съ ними числа. 

Предположимъ теперь, что эти условхя выполнены, т. е. коэффи- 
щенты системы (2) зависать отъ корней неприводимаго уравнешя 

рз = гр + * (16) 

съ отрицательнымъ дискриминантомъ В. 
Мы можемъ предполагать, что 

т-|-т'р+т"р 2 , п+л'р4-п"р 2 

ф = ! 5— и ф ==- — • 

Т о т о 

Систему (2) обозначимъ такъ же, какъ и въ § 29, символомъ 

14 
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р 1 т+т'р-\-т"р 2 п+п'р+п п р 2 1 

Обозначимъ еще 



(17) 



Нреддодожимъ, что А есть численное значеше дискриминанта П 
уравнен ш (16). На основаши формулы (7) § 29 имйемъ 



х = 



П 



Цредположимъ, что приведенная система 1-го рода 

[ т к + т к р-\-гп!1р 2 п к -\-п' к р + п к р 2 1 
9 о* о* ] 



(18) 



(19) 



находится въ ряду (1) и получается изъ системы (2) или, что одно и то 
же, нзъ системы (17) послй преобразовашя при помощи подстановки 

а* Р* Ь 

а' к р; $ ==Ы. 
«2 Р2 т2 
Система (17) поел* подстановки (20) принимаетъ .видъ 



(20) 



ЗдЬсь 



[ ч + Кор + 1 к ор 2 гп к0 + ш'к о р + т'1ор 2 Щ + п к о р + п" к0 р 2 1 ^ 
о а о ^ 



ч« + чоР + 11р 2 , ,т + т'р + т"р* „ п + п'р + п'р» 

= а* -г а* г а* 

о а о 



(21) 



'л^ + шлор + тЬр 2 й . йГ т + т'р + т"р 2 , й „ п + п'р + п"р 2 

— = РА+Р* ~ ^Р* 

О 

»д-о 4- "1-ор + "2ор 2 _ , , «г + 4 + т У , „»' п + к'р + "V 



7*+^ 



Ь 



о *~ "" о ' ■ о 

На основанш этихъ равенствъ и равенствъ (20) находимъ 



7 /' /" 

Чо Чо Чо 




о 


™>ко я**о ™ к0 


= =Ь 


га га' га" 


п к0 п' к0 п к0 




71 п' 71" 



Следовательно 

I 1Г ]П 

Чо Чо Чо 

т к0 т к0 т к0 ==Ьое. (22) 

Що п'ко Пко 

Прсдставимъ систему (21) въ нормальномъ видй. Для этого най- 
демъ число 



союзное съ числомъ 

и обозначимъ норму числа 
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**о + йор + «оР 2 



^о + йор + й'ор 2 * 

черезъ Ь к . Умножимъ числа 

^о + йор + йор 2 , ™>ко + т'кор + ™*ор 2 и п к0 + п!. р + п'/ор 2 

на 

х, + к»? + эд„р 2 

и полученныл произведетя обозначимъ 

и, М к + М> к9 + М к у, #, + ЭДр + Л т ?р 2 . 
Легко убедиться въ справедливости слйдующаго равенства 



и О О 
М к М\ т 

N. N1 N1' 



= Кот (х, +х; п р+хг р 2 ) 



7 V 7" 

Но 1 ко 1 ко 

т к0 т' к0 т к0 

п к о Пко п'Ь 



и потому на основаши равенства (22) найдемъ 

тт-щт = ± ь к *е, $зз 

такъ какъ 

Шгт (X* + Ко? + Ко? 2 ) =.Ы 

Представивъ систему (21) въ нормальномъ видй, получаемъ систему 

Г М к + М' к9 + М к у ы к + № к9 + М? 2 ^ 
I' Ьк Ьк У 

По условш эта система тождествена съ системой (19): 

[ 1 т к + т к9 + т'1 9 2 п к + п' к9 +п'1 9 2 1 

и потому необходимо: 

М к = т к Ъ, М к = «ДО, М« к = «ДО, N. = тДО, Я* к = тДО, N4 = *ДО, Ь к = ьД 

Зд4сь $ ц'Ьлое ращональное число. 

На основанш равенства (23) получаемъ 



ое 



или, обозначая 



т к п к —т к п к = =Ь од. — - 



т к п к — т к п к = е*, 

, ое 



(24) 
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Обозначимъ на оспованш (18) 



X* = 



°1 



П 



Ыа основа п ш равенства (24) найдемъ 



^_ое VI 



(25) 



Мы предполагаем-!., что система (19) приведенная, и потому па 
основашн § 30 существуете неравенство 

1**1 >/|- 
На основание равенства (25) находимъ 



о* 



п на осиоваши (24) 



ы< 



ее 



<зе 



1# 



й- 



(26) 



(27) 



Тавъ какъ о к и е к флъш ращональныя числа, то приходимъ къ за- 
гсдючешю, чтр при вслкомъ значеши й = 1, 2, ... численныя значешя 
о* и е к по превосходя тъ конечныхъ пред'Ьловъ, зависящихъ отъ вели- 
чиеъ данныхъ. 

Рлдъ (1) привод еппыхъ системъ 1-го рода состоите изъ безчислен- 
паго множества члснопъ, и потому въ этомъ ряду можно найти сколько 
угодно системъ, у гсотпрыхъ численныя величины а и е одинаковы. Но 
число тякнхъ различны хъ приведенныхъ системъ конечно. Въ этомъ 
убеждаемся слЬдующимъ образомъ. 

П]ЮДПОЛОЖИМЪ, что 



т + т'р + т"р 2 п + п'р + п п р* 1 



одна изъ такяхъ системъ, при чемъ 
Нандемъ подстановку 



= =Ы, 



которая систему (28) иреобразуетъ въ систему 



1 Р 


'( 


р' 


Г 


р" 


Г 



(28) 



(29) 



(30) 
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['■ 



М+Мр N+N' Р +N"р* 



(31) 



о 

числа р, р', р", у, у' и у" можно выбрать такимъ образомъ, что будутъ 
выполнены сдйдуюнця условк: 

м'№' = \*\ и дг>о, #»>о. I 

0<ДГ<о, 0<^<Л^ и 0<#<а.| 1 ' 

Такъ какъ о и |е| не превосходятъ конечныхъ предйловъ, то, на 
основами (32), коэффищенты системы (31) конечныя числа, и потому 
число такихъ различныхъ системъ конечно. Не можетъ случиться, что- 
бы дв4 различныхъ системы ряда (1) подобнымъ образомъ можно было 
преобразовать въ одну и ту же систему (31). Предположимъ, что при- 
веденныя системы 1-го рода 

Г т+т'р+тУ ^ п +п'р+п"р 2 1 ^ Г т, + т', р + т'/р^ Щ + п'^ + пЧрП 

можно преобразовать подстановками вида (30) въ одну и ту же систе- 
му (31). Въ этомъ случай одна изъ системъ (33) преобразуется въ 
другую подстановкой 

1 р| Т« 



О Р', т' 

о р г ; т? 



= =ы. 



(34) 



И такъ какъ обЬ системы (33) приведенныя системы 1-го рода, то 
необходимо 



П п 2 



т-\-тр-\-т"р 



чщ + т\ р + т'/р 2 



следовательно 

Р. = 0, р', = 1, р7 = 0. 

Подстановка (34) на основаши этихъ равенствъ принимаетъ видъ 

1 е 

О 1 8 ==Ы. 

. О О =ы 

Системы (33), который могутъ быть преобразованы одна въ другую под- 
становкой этого вида, мы не считаемъ различными. 

Мы доказали такимъ образомъ, что въ безконечномъ ряду (1) чис- 
ло различныхъ системъ конечно, и потому въ этомъ ряду всегда най- 
дутся дв-Ь тождественныхъ системы. Раньше мы показали, что, какъ 
только въ ряду (1) находятся дв г Ь тождественныхъ системы, весь этотъ 
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рядъ состоитъ изъ першдически повторяющихся системъ, при чемъ пе- 
р10дъ начинается съ церваго члена ряда. 

О подстановкахъ, не изгЬняющихъ системы. ковар1аитныхъ форшъ. 

§ 37. 

Предположимъ, что ср и ф алгсбраичесмя числа, зависяпця отъ кор- 
ня уравнешя 3-й степени съ отрицательным!» дискриминантомъ. Пусть 
а-\-М и с-\-<М числа сопряженныя съ ср и ф. Требуется найти всЬ 
подстановки, которыя не измЬняютъ системы ковар1антныхъ формъ 



Г 1 ' » > ♦ 1. 
Цри этомъ мы не считаемъ различными подстановки 



(1) 



а в Т 




-а -Й - Т 


а' В' Т ' 


и 


-«' -в' - 7 ' 


а" В" т " 




_ а » _в» _у 



Численное зпачете определителей этихъ подстановокъ, какъ всегда, 
предполагаемъ равпымъ единиц*. 

Теорема. , Всть подстановки, не измъъняющгя системы коваргант- 
ныхъ формъ (1), могутъ быть получены возвышетемъ въ степень одной 
основной подсттювки *). 

Опредйлимъ дсршдъ различныхъ приведенныхъ системъ 1-го рода 

Г 1 ' ь ' *' 1, ,.. Г 1 ' <Р» > Ф» ] 

эквивалентныхъ данной систем* (1) и предположимъ, 'что система (1) 
преобразуется въ систему 

'1> Ь , *1 



1.1, а х +Ъ х г, ь+Л^] 
подстановкой Т. Пусть подстановка а* прообразуете систему 

Г 1 » <Р* I ♦* 1 



(2) 



въ систему 



♦*+1 



Г1 ? ф*+1 , ♦*+! 1 



*) Ср. СЬ. II е г т 1 1 е: „8иг 1а 1Ь6оИе Лее Гогтев циадга^пеа" (1опгп&1 I 1 . й. МаШетаНк. 



НЙ. 47, 8. 313). 
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Обозначишь черезъ # подстановку 

5 = 0,<З а ... О й . 

Такъ же, какъ въ § 13 отд г Ьла I, докажемъ, что каждая подста- 
новка #„ не изменяющая системы (2), заключаются въ форме 

й = 6™, 

где и цЬлое ращональное число положительное или отрицательное. 
Обозначимъ 

2= Т8Т' 1 . 

Каждая подстановка 2„ не изменяющая системы (1), заключается 
въ формЬ 

2»= Г. 

Раэыснаме алгебраическихъ единицъ, зависящихъ отъ корня уравнешя 3-й 
степени съ отрицательнымъ диснриминантояъ. 

§38. 
Предположимъ, что коэффищенты системы ковар1антныхъ формъ 

Г 1 ' *; *.1 а) 

I. 1, а+Ы } с+(1г ^ 

зависятъ отъ корней уравнен1я 3-й степени съ отрицательнымъ дискри- 
минантомъ. Требуется найти всЬ алгебраически единицы вида 

гд г Ь I, $ и /" цЬлыя ращональпыя числа. 

Относительно коэффищентовъ системы (1) сдЬлаемъ следующее 
нредположеше. 

Если а, а' и а" такгя щьлыя ращональпыя числа, что а-^-а'ср-^-а"^ 
цъълое сииебрагьческое число, то, какгя бы значенья ни илиъли ирълыя 
рацгональныя числа I, $ и V \ всегда можно найти ирълыя рагфтал!*- 
ныя числа X, X и X', удовлетворяющгя равенству: 

(а+а^р+а''ф) (*+*'?+*'' ф) = Х+Х'у+Х'$. 

Напримйръ, система 

Г 1 , <Р , Ф 1 
[_1 9 а 4- Ъь, с+сИ ^ 

будетъ удовлетворять поставленному условно, если форма 

Х% + Х'хч + Х"х$ 
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есть идеалъ области алгебраическихъ чиселъ, заключающихся въ формЬ 

Х + 2Г1 + 2Г}. 

Мы видели въ § 36, что всякая подстановка е, не изменяющая си- 
стемы ковар1антныхъ формъ (1), опредЬляетъ алгебраическую единицу 
вида (2). Въ разсматриваемомъ случай всякой единиц* вида (2) соот- 
в'Ьтствуетъ подстановка съ целыми коэффищентами, не изменяющая си- 
стемы (1). Предположимъ, что X основная подстановка, а 2, какая ни- 
будь другая подстановка, не изменяющая системы (1). На основаши 
§ 37 получимъ 

V V м 

Если подстановки 2 и 2, определяюсь алгебраически единицы Е 
и Е„ то 

Як =Е"; 

следовательно Е есть основная единица *). 

Для опредЬлешя основной единицы Е можно поступать слйдующимъ 
образомъ. Нужно найти иершдъ приведенныхъ системъ 1-го рода 

И, а,+Ь,1, с, + сМ-1 Ь 1, <Н+Ь%1 } ь + ЛгхУ [_1, Оп+Ъ п 1, с п +Л л ь\ 

эквивалентныхъ данной системе. Обозначивъ 

Е = уф ...<р ж и В = (а 1 +Ь 1 г)(а 1 +Ь 9 1) ... (о* +&„*), 

а черезъ Е" число сопряженпое съ Е, получимъ три сопряжепныхъ ос- 
новныхъ единицы Е, Е и Е*. 

Примгьръ I. 

Для уравнетя р 3 = 2р + 5 мы определили (§ 29, стр. 72) першдъ 
приведенныхъ системъ 1-го рода, состоящш изъ одной системы 

[1, -2 + р, -2-р + р*]. 

Поэтому 

Е= -2+р 

есть основная алгебраическая единица **). 



*) См. Ь е } е и п е В 1 г I с Ы е I: „Е1п1&е Ке8н1Ые уои ЦЫегяисЬип^еи иЬег еше Юавзе 
Ьотодопег КипсИопеп Дев йпПеп ип<1 (Зег пбпегеп Огайе" (\Уегке, Вй. I, 8. 630) и „2шг Тпеопе 
йег сотр1ехеп ЕтЬеИегГ (тамъ же, стр. 642). 

См. также ЬеЗеипе Б 1 г 1 с Ы е I: „гаЫепеЬеопе 1 ' (§ 183. 8. 590. У1ег*е АиЯа#с) и 
Б. Золотарев ъ: „Теорш цЪлыхъ комплексныхъ чнеелъ съ приложешемъ къ интегральному 
нечисленно" (С.-Петербургъ, 1874, стр. 35). 

**) Основная алгебраическая единица для уравнешя р* = 2р + б была получена 
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Прилтръ II. 

Для уравнешя р 3 = 19 мы определили (§ 34, стр. 96) пертдъ, 
состояний изъ двухъ приведенныхъ системъ 2-го рода: 

Г 11+бр+2р» 104-4р+Р 2 1 и Г 1 13+7р+р» 4-2р+р 2 1 

!_ ' з ' з ] I 1 ' зб ' 9 — У 

11+5р+2р 2 13+7р+р 2 
и потому, умноживъ число о — на «^ — —> нолучимъ основ- 
ную единицу *): 

14+5р+2 р 2 
Е = з 

Прилпърв III. 

Для того, чтобы показать, что предлагаемый нами способъ даетъ 

возможность находить безъ особенно большого труда даже таюя алге-, 

бра и чес кш единицы, величина которыхъ очень значительна, мы вычисля- 

емъ основную алгебраическую единицу, зависящую отъ корня уравнешя 

р 3 = 23. 

А. А. Марковымъ дана въ вышеупомянутой статьЬ для уравне- 
Н1я р 3 =23 следующая алгебраическая единица: 

« = 2 166 673 601 + 761 875 860 р + 267 901 370 р-. 

ВеЬ цЬлыя алгебраичесшя числа, зависящш отъ корня уравнешя 
р 3 = 23, заключаются въ форм* 

Х + Х' 9 + Х"р\ 

Систему ковар1антныхъ формъ 

11, Р, Р 2 ] 
преобразуемъ подстановкой 



1 


-2-5 





1 -1 





1 



въ приведенную систему 1-го рила 

[1, -2 + р, -5-р + рЧ 



С Ь а г V с'омъ при помощи а л пушима И^ппК е'а. См. С Ь а г V е: п 1)е 1а гёёиейоп Лев Гогтев 
^иаЛ^а^^^I1в8 1егпа1геа розШуев с* йс 1впг аррНсаМоп аих 1ггайоппе11ея (1и 1го131ёте Ле#ге я <8прр1. 
аи Т. IX (1ея Апп. 8с.1еп(. (1о ГЕсо1е N01-111. Вир. 1880, р. 69). 

*) Эта алгебраическая единица дана Л. Л. М а р к о в ы м ъ въ стать*: „Инг 1ея потЬгоя 
епиегэ Лёрепйапи (Типе гасше спЫцие (Гни пошЪге еийег опНпанч 1 ". (Мётсигея «1е ГАса4«1ше бе 
31.-Рё1егаЬопгк, VII-© Зеги», Т. XXXVIII, № У, р. ЛЗ). 

15 
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Эта система принадлежать въ периоду, состоящему изъ 21 приве- 
денной системы 1-го рода. При вычислеши приведенныхъ системъ, при- 
надлежащий въ этому перюду, мы .принимали р и р* равными: 

р=И=2,84 и р 4 ^=8,09. 



[1,-2+р, -5-р+р*] 



О 1 
10 
О 1 О 

Г 3 +9р-3р» 4+2Н-Р 2 ] 
I. 1 ' 15 ' 15 _1 



1 


-1 





1 





1 



Г -11+2 р+р» 1+Зр-рП 
I *» " 15 ' 5 ] 



1 

1 О О 
О 1 О 



[ 1§ 1=р+е, *+*+*] 



1 


-1 


-3 





1 


-1 


!о 





1 



[,,^±р!, _ 2+р ] 



[•• 



|0 1 1 
:1 О О 1 

!о 1 о; 

7-2р+Зр г Е+ор+р- ] 
17 ] 



['• 



17 

|1 -I 
О О 
О 1 

-94-Ор+р* 

17 



°1 
-1' 

1' 



Н-7р -2рП 



(I) 



(И) 



(Ш) 



1П1 



г -9+5р+р* 1+7р-2 Р » -| 
I 1 ' 17 17 1 



['- 1 



О 1 

1 О О 
О 1 О 

Зр+р 2 -1+2р+рП 
10 ' 10 ] 

1 О О 
1 -1 
00 1 



['• 



00 1 

1 О О 
О 1 О 

3+5р+3р» 17+7р+р»1 



16 

I 1 
О 

>о 



Те — 1 



I -2 
1 О 
1 1 



Г, 1-Р+Р' -15+7р+рП 
I. ' 8 ' 16 ^ 



100 1 

100 

10 10 



.1-1-11 
!о 1 ! 

О 1 0| 



[,,-+*, ^±в:] 



(IV) 



[,.*=$*. =!р\ (г, 



(VI) 



..УП) 



Г, -2+р -5-р+рП 

I 1 ' ъ ' б ] 



1 

1 
1 



1+Зр-р» 4+2р+рП 
. • 10 ' 5 ] 

1 -3 
1 

1| 

1+Зр-р» -11+2 Р + р*1 
/' Ш ' 5 ^ 



00 1 

1 
1 



З+Зр 7+2р+'р* 1 
. '~Ъ~ ' 3 ] 
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(VII) ! [1, - 2 + А 9 р^ Ш^ 

1 -1 
1 
1 

-10+р+Р» -2+9р-2р 2 



(VIII) 



1 


-3 


-3 





-1 


1 





1 






[•. 



-5-р+р ! 



•> -2+р] 



(IX; 



О 1 

1 О О 
О 1 О 



7+2р+р* 8+Зр+ Р Л 

1 > о ' у ^ 





2 ' 


2 




1 -1 -4 






0-1 4 






1 -3 




-1 


1+р -4-р+р 2 


2 ' 5 


2 



^^104^,-2+^2^ (ад 



(X) 



1, 



О 1 

1 О О 
О 1 О 

-2+9р-2р а 1+Р+рЛ 
11 11 \ 



1: 

1 О о! 
О 1 0| 

5 +Р+Р* 7+Зр+рЛ 
2 ' 2 1 

1 -3 -41 
О -1 2| 

О 1 -1 | 



[ьЩ 



[,, _ 2+ „ =^Щ 



(XII I 



1 



['• 



| О О 1 

и о о 

|о 1 О 

З+Ыр-Зр* 4+2р+р'Л 
' 30 ' 15 ] 

1 -1 О 
О О 1 

|0 1 О 

-11+2р+Р 2 1+Зр-рЛ (ХШ) 



15 



10 



О О 1 
10 
10 



Г х 1-9+9\ 5+Зр+рП 



1 О -3 
О 1 -2 
О О 1 



[1,Ь*±Р- 8 , -2+р] (XIV) 
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[•■ 



1-Р+Р 2 



8 



-2+р] 



(XIV) 



О 1 

1 О О 
О 1 О 



Г -2-р+р 2 1+р] 
I 1 ' 3 ' 3 ] 



1 


-1 


М 








1 | 





1 


-1| 



1. 



-2+Р -2р+р 2 "| 
О О 1 



(XV) 



1 О О 
О I О 



[|| Р> 



4+2р+р- 1 



> I 1 

I) 1 

|0 -1 



['• 



1+Зр — р" 
5 



-3 

1 

■И+?Р+Р ; 



'] 



(XVI) 



[»- 



1 

1 О О 
О 1 О 

З-Нр 7+2р+р а 



Р*\ 



1 


-1 -11 


1) 


1 -1! 


1> 


1| 



['. 



-,1+10р-р» 1+Р+Р 2 ! 
33 ' И ^ 

1 О О 
О 1 -1 
1 



Г -1-ЦОр-р* 4-7р+4рП пттп 

I 1 » зз зз л 



О 1 

1 О О 
О 1 О 



['• 



[•■ 



-11+7р+р* 7+р+ЗрП 
20 ' 20 ] 

,10 1 

10 I 1 
|о О -1 

-11-Ь7р+у- 1+Зр-р 



20 



10 



'] (XIX) 



О 1 

1 О О 
О 1 О 



31 ' 


31 ^ 


1 


-1 




'0 1 

| 







|0 


1! 


-7р+2р 2 


-33+5р+3р 4 ' 



[О О 1 
[10 

10 1 О 



[,,г^±р, =*=*щ «хт) | [1,1-№,тьщ 



[>>• 



О 1 

1 О О 
0'1 0| 

1 + 10р- р* 1+Р+Р 2 ] 
33 ' 11 ] 



.1 -1 -4 
О 1-1 
О О 1 



[,,:^±р!, _ 2+р ] (XXI) 



117 — 



['■ 



-2+ Р ] 



-б-р+р* 
6 ' 

О 1 

1 О О 

О 1 О 

[1, 7+2р+р а , 8+Зр+р 2 ] 



(XXI) 



[1, 7+2р+Р 2 , 8+Зр+р*] 

1-3-9 

0-1 4 
1 -3 

11, -2+р, -5-р+р 2 ] (1)ит.д. 



Для того, чтобы получить основную алгебраическую единицу, нуж- 
но найти произведете слйдующихъ чиселъ: 

9л.г. -Ц±2р+Р 2 -3-р +р* -9+бр+р 2 4-Зр+р* 1-р+р 2 -2+р 
-*+?, 15 ' 4 ' П ' 1о ' ~ ' 8 ' "~ 3~~ ' 



1+Зр-р* -5-р+р» -1+р -Ю+р+р^ 



10 



3 



11 



.*+, -И+2р+ р* 1-р+р» г 
^ +р ' 15 ' 8 



-2+р 1+Зр-р* -1+р - 1+10р- Р 2 - И+Тр+р 2 9-7р+2р* -5-р+р а 
3 ' 5 ' 2 ' 33 ' 20 ' 31 ' 6 

•Получаемъ такимъ образомъ: 

Е = - 41399 - 3160р + 6230р 2 . 
Союзная съ Е единица 

ЕЕ' = 2 166 673 601 + 761 875 860р + 267 901 370р 2 
дана А. А. Марко вы мъ. 



Объ идеалахъ, принадлежащихъ къ области алгебраичесиихъ чиселъ, завися- 
щихъ отъ иория уравнен1я 3-й степени съ отрицательныиъ дисирияинантоиъ. 

§39. 
Предположить, что форма 

есть идеалъ, принадлежащШ къ области алгебраическихъ чиселъ, зави- 
сящихъ отъ корня уравнешл 3-й степени 

Р 3 — гр+и (1) 

съ отрицательнымъ дискриминантомъ 1) = — Д. 
Пусть форма 

АХ, + А>, + Х'Ч 

другой идеалъ той же области. 
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1) е й е к { п й яазываетъ *) идеалы 

Хк + Хр + ХГ* и Хкг + Х^ + ХГъ (2) 

эквивалентными, если существуетъ алгебраическое число х целое или 
дробное, принадлежащее къ той же области, что и разсматриваемые иде- 
алы, после умножен 1я на которое одинъ идеалъ делается тождественнымъ 
съ другимъ. 

Следовательно, если идеалы (2) эквивалентны, то идеалы 

Хк + Х'р + Х'у, и Хк й х + Х'№ + Х'* 1 % 

тождествены, т. е. существуетъ подстановка 

'а Р Т I 

а" ?" Т "! 

которая преобразуетъ линейную форму 

Х\ + Х'р + Х"м 
въ линейную форму 

Хк й * + Х^х + Х'ъ%. 

Предноложимъ, что системы ковар1антныхъ формъ 

[X, {1, V] И [Х„ |1„ V,] (3) 

соответствуют идеаламъ (2). На основами § 23 ириходимъ къ следу- 
ющему заключешю: 

Для того, чтобы идеалы (2) были эквивалентны, необходимо и 
достаточно, чтобы системы коваргантныхъ формъ (3) были эквива- 
лентны. 

Все эквивалентные идеалы составлдютъ классъ идеаловъ, предста- 
вителемъ котораго можно взять какой угодно идеалъ, иринадлежащШ къ 
классу. Известно, что число различный классовъ не эквиваленшыхъ 
идеаловъ — конечно **). 

Предноложимъ, что въ форме 

Х+Х'ч + ХГ) (4) 

заключаются все ц г Ьлыя числа, зависянця отъ корня уравненгя (1). 

Пусть (о какое нибудь целое алгебраическое число, принадлежащее 
къ разсматриваемой области. ОеДеклпД называетъ идеалъ 



*) См. Ь е } е и п е О I г 1 с Ы е *: п 2аЫеп1Ъеопе г (§ 181. 3. 573, У1ег(е Ливане). 
**) Тамъ же: стр. 576. 
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X* + Х'лхр + Х'соф (5) 

главнымъ. Этому идеалу соотвЬтствуетъ число (о. 

Всякому идеалу вообще соотвЬтствуетъ некоторое идеальное число. 
Главнымъ идеаламъ соотвЬтствуютъ идеальный числа, представляюпця 
обывновенныя цйлыя алгебраичесшя числа, принадлежаиця къ разсма- 
триваемоЁ кубической области. ВсЬмъ остальнымъ идеаламъ соотвйт- 
ствуютъ идеальныя числа, представляются только лишь символы. 

Въ дальн'Ьйпгемъ мы покажемъ, какъ при помощи предложенная 
нами алгориома можно узнать, эквивалентны ли данные идеалы (идеаль- 
ныя числа) или нить, определить число различныхъ классовъ не экви- 
валентныхъ идеаловъ (идеальныхъ чиселъ) и наконецъ найти алгебрам 
ческое число, соответствующее данному главному идеалу. 

Каждый идеалъ можно представить при помощи различныхъ осно- 
вание Если ? наибольшее ц4лое ращональное число, на которое де- 
лится данный идеалъ, то этотъ же идеалъ можно представить въ видЬ *) 

ЛР+ЛЧР *+* + Л-Ч1» " + %Р + ? \ (6) 



*) Въ сочиненш нашемъ: „О цълылъ алгебраическихъ числахъ, зависящихъ отъ корня 
уравнешя 3-й степени" (С.-11етербургъ. 1894 г.) мы доказали, что вс* ц'Ьлыя числа, зависянда 
отъ корня уравнения р* = гр -|- *, заключаются въ Формъ- 

Т 8 Т 8 

ЗдЪсь &=<*, если уравнение р* = -^ р А -\- -^ не особенное, и &=3<*, если уравнсшс р* = -^ р 4 +- -^ 
особенное; й есть наибольшее число, для котораго возможны одновременно сравнены 

г=0 (той. <Р) и *=0 (той. <**); 
а есть наибольшее число, для котораго возможны одновременно сравнен! я 
5* — г{ — « = (той. &« о») и 85* - г = (той. 5» о); 

5 есть единственное рвшеше этихъ сравнетй, определяемое но модулю 3 а. 

% г я 

Уравнение р^=^-р 1 -|-'^5" мы называемъ особеннымъ, если им*Ьютъ мъсто сравнешя 

^Г = Я (той. 9) и -^ = + ( 1 - -^ \ (той. 27). 

Всякому идеальному числу А, нед'вляшемугя ни на какое цЪлое рацюнальное число, со- 
отвЬтствуетъ идеалъ 

Въ упомянутомъ сочиненш даыъ снособъ для онрсд'Ьлени! цъмыхъ ращональныхъ чиселъ 
Р, Р', Р", М, .Уи У (глава III, § 44). Произведете положительныхъ чиселъ Р, Р' и Р" есть 
норма идсальнаго числа А и соответствующего ему идеала. Тамъ же было показано, что Р 

ДГ-4-Р ЛМ-Л^рЦ-р* 
делится на Р'Р' и а делится на Р": — > — и Р' г^ 1 — — цЪлыя алгебра ичесю'я числа, но 

? о 0*3 7 
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Мы можемъ разсматривать только таюе идеалы, которые не делят- 
ся ни на какое ц'Ьлое ращональное число, такъ какъ всЬ идеалы вида 
(6) при всякомъ значенш т очевидно эквивалентны. 

Предположить, что идеальному числу А соответствуете идеалъ 

ХР+ Х'Р *±± + ГГ*±**±1?.. (7) 

о о'о 

Этому идеалу соответствуешь система ковархантныхъ формъ 

|/> г 8 ' 5« ] 

или въ нормальномъ вид$ 

I х ' Р' 8 ' Р' 8*а ]' 

Обозыачимъ 

8-^- = А- и ЬР-^. = к!. (8) 

Такъ какъ Р д-Ьлится на Р 1 и о д-Ьлится на Р", то к и к цъ-лыя 
рацшнальныа числа. Получаемъ систему 

М+ Р N+N'(, + 1,* 



г М + ? аг+ЛГр + р'1 
I 1 ' ~Т~' кк 1 ] 

Зам'Ьтимъ, что форма 

есть идеалъ (7). 

Преобразуемъ систему (9) подстановкой 

1 Р Т 
О р' т' 



(9) 



О р" т" 



-±1. (Ю) 



Получимъ систему 

Г та+ю'р+т"р* н+п'р + н у-] мп 

I 1 ' Ш~ ' кк у К } 



гд* 



1,'- - можотъ Г»ыть дроПнммъ чмс.пип,. \\ъ т!;хъ случаях!», когда I* и Р 7 им-Ьютъ общн- 
го ,\1ш1Т«-дя, <., — шччда дробное число. 
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т'п п -т"п' = =Ыс'. (12) 

Коэффищенты подстановки (10) выберемъ такимъ образомъ, чтобы 
система (11) или была приведенной системой того или другоп> рода, или 
существовали неравенства 

Л т+т'р4-га"р 2 „ т+т'р+^'р" 

^ — — /^ < и число союзное — — гтр — — < 1- 

Форма 



/ х+ ^р т+т'р+т"р 2 + х , н+п'р+пу \ 

1 /С гС гСгС I 



есть идеалъ (7), только представленный при помощи другого псниванш. 

Въ дальнейшемъ мы будемъ говорить, что системы (9) п (11) со* 
отвЬтствуютъ идеалу (7) и идеальному числу А. 

Лемма. Система коваргантныхь форж 

т-\-т'р-\-т"р 2 п+п'р+п"р* 



г т-\-т'р-\-т"р 1 ' п+п'р+п"р* ~| 



соответствующая некоторому идеалу (идеальному числу), преобра- 
зуется каждой тьодстановкой 



вт> систему вида 



['• 





«И 

а' р' •(' 
а" р" у 


= ±1 


т 1 -]-т 
А 


1 р + и*7р* 


Кц/С\ 



которая также соответствуете некоторому идеалу (идеальному 
Ч1ьслу). 

Доказательство этой леммы не представ л яетъ никакихъ натрудненШ, 

Для того, чтобы узнать, эквивалентны ли данные идеалы (идеаль- 
ный числа), нужно только узнать, эквивалентны ли соотв'Ьтствующш иыъ 
системы коваргантныхъ формъ. Этотъ воиросъ решается на осшжанш 
теоремы § 35. 

Для того, чтобы определить число классовъ не эквивалентные иде- 
аловъ (идеальныхъ чиселъ), нужно определить число классонъ не экви- 
валентныхъ системъ коваргантныхъ формъ имъ соответствую щи хъ. 

Каждой систем* соответствуетъ иерюдъ приведеиныхъ системъ тг>- 
го или другого рода, и воиросъ объ определенш числа классовъ не эк- 
вивадентныхъ идеаловъ (идеальныхъ чиселъ) сводится такимъ пбразомъ 

Из 
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въ опредЪлешю различныхъ нершдовъ ириведенныхъ системъ, соотвйт- 
ствующихъ ндеаламъ рассматриваемой кубической области. 

Теорема. Число различных?* перюдовъ приведенными* системъ од- 
ною и тою же рода, который соответствуют^ ндеаламъ, принадле- 
жаги/имъ кг* обмети чисещ зависящих* оть корня уравненгя 3-й сте- 
пени съ отрицательным* дискриминантом* — конечно. 

Цредноложимъ, что приведенная система 1-го или 2-го рода 

[1, =±3+=Е, -У ] т 

соотвйтствуетъ некоторому идеалу. На основаши (12) 

Раньше мы обозначили (§ 29): 

_ т'п!'-т"п' VI 
Х_ (&*')* " 2 ' 

и потому 

1 П 
к*к' ' 2 



■ XI = 



Но условш система (13) приведенная, и потому на основанш § 30 
имЬемъ 



* >г 4 



А 



Следовательно 



к* к* 2 ^Н 
и 

Такъ какъ к и к цЬлыя рацюналышя иоложительныя числа, то 
на оспованш этого неравенства убеждаемся въ томъ, что к и к' не пре- 
восходить коиечныхъ ирсдЬловъ. Намъ нжЬстно (§ 36), что существу- 
етъ конечное число различныхъ ириведенныхъ системъ 

[ щ+го'р + нГр- н + нр + »"р- | г щ, + ш\ р + "«"р 2 л, -+- п\ р + н','р- "1 
11 кР кР У [/> — кк' ' кк> 1 ""• 

гдЬ 

тп" - *«"»»' = =Ь А"', »п\п", »п'[п\ = =Ь А*', ... 

Следовательно существуетъ конечное число различныхъ ириведен- 
ныхъ системъ, соотвЬтствующнхъ ндеаламъ разематриваемоц области. 
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Слпдствге. Всегда л\оок:но найти пдесьлъ 



хг+хт *+й + х- г у +^р+р' , 



(15) 



в* о 
жапвалентпый данному идеалу и удовлетворяппц/'й условгю 

А*. (16) 



рг 
-рр1Г 8 *° < 



Найдемъ приведенную систему (13) лквивалептпую систем]], соот- 
ветствующей данному идеалу. ЗагЬыъ определим* наименьшее шшши- 
тельное целое ращональное число Р, удовлетворяющее услопш, что 

Р (х+Х> ™+™'?+™'У + х- *+*$Щ (17) 

есть идеалъ. На основанш вышеприведенной леммы, такое число /' 
всегда молено найти. Идеалъ (17) представимъ въ видЬ (15), что, какъ 
известно, всегда возможно. 

На осповати обозначена! (8) и неравенства (14) получимъ пера* 
венство (16). 

Для того, чтобы определить число классовъ по эквивалентны хъ 
идеаловъ (идеальныхъ чиселъ), нужно выбрать среди лдеаловъ } предетав- 
ленныхъ въ форм* 

ХР +Х 'Г'Щ± + Х»Г» ШМ , 
тЪ идеалы, которые удовлетворяютъ условно 

и не делятся ни на какое целое ращональное число. 

Число такихъ идеаловъ конечно. ТЬ изъ системъ ковар1аптпыхъ 
формъ, соотв'Ьтствующихъ зтпшъ идеаламъ, которая не могутъ быть 
сделаны приведенными подстановками вида 

|1 Р Т ! 

!0р"т"| 

нужно отбросить, остальныя же системы нужно преобразовать въ прп- 
веденныя системы одпого и того же рода. Вей эти системы распреде- 
ляются на несколько иерюдовъ. Число пертдоиъ равно числу разлнч- 
ныхъ классовъ не эквивалентныхъ идеаловъ рассматриваемой области. 
Носмотримъ теперь, какъ применяется предложенный нами въ этомъ 
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отдЬлЬ алгориемъ къ рйшенш слЪдующаго вопроса: узнать, представля- 
етъ ли данное идеальное число обыкновенное алгебраическое число, при- 
надлежащее къ рассматриваемой нами области, или это идеальное число 
есть только символъ? Въ иервомъ случай идеальному числу соответ- 
ствуешь главный идеалъ, во второмъ случай этотъ идеалъ не будетъ 
главнымъ. 

Иредноложимъ, что данному идеальному числу А соотвйтствуетъ 
система ковар1антныхъ формъ 

Для того, чтобы идеалъ, соотвйтствуюццй идеальному числу А, былъ 
главнымъ, необходимо и достаточно, чтобы система (18) была эквива- 
лентна системе 

[1, Ь *]■ О») 

Мы предполагаем^ какъ и раньше, что въ формй X -\- Х'у -\- А'"ф 
лаключаются не* цЬлмя алгебраичесмя числа разсматриваемой области. 

Предположи мъ, что система (18) преобразуется въ систему (19) 
подстановкой 

1« Р т 

а! р' Т ' ==Ы. (20) 

а" р" Т " 

Обозначимъ 

т = а + а'^^+^^ + а»' 1 +4+^. (21) 

Поел* подстановки (20) система (18) цринимаетъ видъ 

Поэтому, если Р есть наименьшее цйлое ращональное положительное 
число, удовлетворяющее условно, что форма 

Х р+ х'Р -^е+"^!. + а- р ^+»>+»"р1 ( 22) 

есть идеалъ, то этотъ же идеалъ можно представить въ другой формЬ: 

ХхР+ХхР ? +Х\Р^ = хР(Х+Х*ч+ХГ$). (23) 

Идеалъ (22) по условш соотвЬтствуетъ идеальному числу А, и по- 
тому на основами (23) 

А = хР. 



— 125 — 

Число г при иомощи предложенная нами алгориема определяется 
вакъ произведете нЬкоторыхъ чиселъ, которые мы обозначимъ: 

Ь7 Ь> "• ?А- 

Следовательно 

А = Р<р,<р 8 ...ср л . 

Црилтръ I. 
Найдемъ всЬ перюды приведенныхъ системъ 1-го рода, которыя 
соотв&гствуютъ идеаламъ, зависящимъ отъ корня уравнешя 

р з = 2р+5. 

Дискриминантъ этого уравнешя В = — 643, и иотому Д = 043. 
На основанш неравенства 

14 < |/1 Д < 15 

ириходимъ къ заключению, что мы должны найти вс* идеалы 

хр+хр *р + х»р> к+ х'г+*\ 



удовлетворяюпце услов!ю 

рг 



рр, 



8 3 <з < 15 {24) 



и нед'Ьлянцеся ни на какое цЬлое ращональное число. 

Уравнеше р 3 = 2р + 5 неособенное, и потому 8=1. ЗатЬмъ оа- 
ходимъ с=1 и ^=0. Неравенство (24) обращается въ следующее: 

Т^т < 15. (25) 

Для того, чтобы найти вей идеалы, удовлетворяюще этому нера- 
венству, разложимъ на простые идеальные множители числа: 2, 3, 5, 7, 
11 и 13. 

Сохраняя обозначешя, принятия въ нашемъ сочинепш: „(I цЬлыхъ 
алгебраическихъ числахъ и т. д." (стр. 157), находимъ 

2 = (тс, 2) (Я|, 2); I 7 = простое идеальное число; 

3 = (г ? 3)(*„ 3); ' 11 = К 11)(1Г1, П); 

5 = (тс, 5) («„ б); ! 13 = (*, 13) (*,, 13). 

Символомъ (тс, р) обозначаемъ простое идеальное число 1чч* поряд- 
ка, а символомъ (х„ р) простое идеальное число 2-го порядка. 
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При помощи таблицы идеаловъ и идеальны хъ чиселъ § 43 выше- 
упомянутая) сочинешя онредЬллемъ идеальный числа, которымъ соот- 
ветствую™ идеалы, удовлетворяющее условш (25). Самые идеалы не 
вычисляем ъ, а только онредЬляемъ числа Р, Р 1 и Р", Полученные ре- 
зультаты помйщаемъ въ следующей таблице: 



11д1?аль числа 


р, 


Р, Р' 


Идеал ь. числа 


Р, 


1*, Р" 


Идеаль. числа 


Р Р, Р" 


1 


1, 


1 » 1 ; 


(тс,3) 


з, 


1,1 


(11, , 13) 


13, 13, 1 


{%% 


2, 


1,1 | 


(«., 3) 


з, 


3, 1 


(«,2)(«„3) 


6, 3, 1 


(«., 2) 


2, 


2,1 ! 


(я., З) 2 


9, 


9,1 


(*„ 2) (*„ 3) 


0, 0, 1 


1т & 


4, 


4,1 ' 


(я,, 5) 


о, 


5, 1 


(в,, 2) 2 (*„3) 


12, 12, 1 


С*., 2) 3 


8, 


8, 1 


<*., И) 


И, 


11, 1 ! 


(я„2) (ж,, 5) 


10, 10, 1 



Находимъ теперь идеалы, соотвЬтствуюнце идеалышмъ числамъ, по- 
мЬщсешымъ въ таблице. Системы ковар1антныхъ формъ, соотвЬтствую- 
ицл этпмъ идеаламъ, иреобразуемъ подстановками вида 

1 р т 
; р' т ' . = ± 1 

|о р" ?"■ 

въ нриведенныя системы 1-го рода въ тйхъ случаяхъ, когда такое пре- 
образование возможно. Въ остальныхъ же случаяхъ оиредЬляемъ си- 
стемы мидн 



Г щ+т'р-И^'р* »+и'р+и"р 2 1 



удовлетворяющая услов1ямъ: 

А . т+т'р+т"р 2 

и < . ! ! — <^ I и 

7. /./ ^ ! И 



,1 + ||'р + и"р 2 

, ,, ^ д .. число союзное - —-, — - < 1. 

Полученные результаты помвщаемъ въ следующей таблицЬ: 



Идеаль. числа 



Соответствующее идеалы I 



Соотвйтств. системы Формъ 



1 А+А'р+А"р 2 

&,Щ ' Х2+Х'(-1 + р)+Х"(~1 + Р «-) 

С%1 Щ ! А2+А'2р+А"(-1 + р+р 2 ) 



[1, -2+р, -2-р + р 2 ] 
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Идсаль. числа 



Соответствующее идеалы 



СоотвЪтств. системы Формъ 



(«1,2)* 

(к, 3) 

(1С.. 3)* 

(«•, 5) 
(*., 11) 
(1г„ 13) 



(ТГ„2)(1Г„3) 



Х4-Ь*'4р+Х"(-1-р+Р 2 ) 
Х8+А'8р+Х"(-1+Зр+р 2 ) 

^ 3 +Х'(-1+р)+Х"(-Ц-р 2 ) 

ХЗ+Х'Зр+Х"(-1+Р+р 2 ) 

ХУ+Х'9 9 +Х" (2-2р+р 2 ) 

Х5+Х'5р+Х"(-2+р 2 ) 

! 
-?П+Х'11р+Х"(Ц-5р+р 2 ) : 

I 

Х13+Х'13р+^"(-6-Зр+р 2 ) | 



(1Г.2) (*„3) Х6+^'3(-1+р)+Х"(2+р+р 2 ) 



Х6+Г6р+^"(-1+Р+Р г ) 



(*„2) % (ъ,3) Х12+Х'12р+*"(-1-5р + р 2 ) 



(п„ 2) (-,,5) I ХЮ+Х' Шр + А'" (3+5р+ Р 2 ) 



[1, - 1 7 +> '. 1+5 |-' 1 '] 



['■ 



4 ' 8 

-1+р -р+р 2 ' 



] 



Г 1+2р-р 2 -4+р+р 2 1 * 

I 1 ' 3 3 ] 

Г 2-2р+р 2 -4+р+р 2 1 

I 1 ' 9 3 ] 

П -2+Р 2 > -1+5р-2р 2 -| 

Г 2-р+2р 2 -1+6р-р 2 1 

I. 1 ' И 11 ^ 

Г, б+Зр-р 2 -11+Р+4р 2 1 

I 1 ' 13 ' 13 ^ 

Г 1+2р-р 2 -4+р+рП 

|_ ' 6 ^ ' 6 ] 

Г г - 1 +?+9 г -'-р+р 2 ! 

I. ' 6 4 ] 

г -2+р 2 -1_5р+3р 2 ] 



Цриведешшя системы отмЬчены знакомъ # . Существуешь, сле- 
довательно, только 4 нривсдснныхъ системы 1-го рода, которыя соот- 
вЬтствуютъ идеаламъ, принадлежащими къ области чиселъ, зависящихъ 
отъ корня уравнешя р 3 = 2р -|- 5. 

Эти четыре нриведенпыхъ системы принадлежать къ двумъ различ- 
нымъ пермдамъ. Первый нершдъ (а) состоять изъ одной системы: 



П,-2+р, -2-р+р*] 

О 1 

1 О О 
О 1 О 

[1,1+р, 2+2р+р*] 
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Кос) 



[1,1+р, 2+2 Р +р*] 

1 -3 -1 
О 1 -3 
О О 1 

[1, -2+р, -2-р+р*] 
Второй першдъ ф) соггоитъ изъ трехъ систсмъ: 



1(«) 



[г,=Ш, =*^Щ т | [,2+2,, 1±е±рГ] 



00 1| 

;1 0| 

|0 1 0| 



1 





-3 





-1 








1 


1 



Г 1+2р-р» -1+р+рП 
I 1 ' ~~3 ' 3 ] 



[,^ 



— 1— р-4-р- -5+р+р 2 



2 



Ш(Р) 



1 


-1 


1 


о 





1| 



1 

1 О О 
10 



[1,1±^Р!, -4+Р+Р» ] П(р, [ 1} Г^±, 1+Р] 



О 1 
10 
О 1 О 



1 


-1 


-1 








1 





1 






Г 2+2 Р 1+Р+Р 2 1 
Г'~2~~' 2 ] 



•1+Р -2-р+ р 2 " 
2 ' 2 \ 



КР) 



Нрмходимъ къ заключенш, что въ разсматриваемомъ случай всЬ 
идеальныя числа д'Ьлятся па два класса: (а) и ((3). Къ классу (а) при- 
надлежать всЬ цЬлыя алгебраически числа, зависяиЦя отъ корня урав- 
иетл р я = 2р -[- &• 

Къ классу (р) принадлежать идеальныя числа, представляюиця толь- 
ко лишь символы. 

Изъ находящихся въ таблицЬ къ классу (а) ирииадлежатъ идеаль- 
ный числа: 

1, (*„ 2)'\ («„ З) 2 , («„ 5), (л, 2)(«„ 3), («., 2)(*„ 3). 

Нандемъ всЬ эти алгебраичесшя числа. 

Идеальному числу («,, 2; 2 соотвЬтствуетъ система коваргантныхъ 

формъ 
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[,, .71^+р!, _ 2+р ]. 



Подстановкой 



1 

1 О О 
О 1 О 

эта система преобразуется въ систему 

[1, -2-р+р*, 1+р]. 

Эта система преобразуется подстановкой 

1 -3 О 
О О 1 
О 1 О 

въ приведенную систему 

[1, -2+р, -2-р+р*]. 

Поэтому на основаши предыдущего 

Въ приведенной выше таблиц* находимъ Р=4, и потому 

( Я1 ,2) 2 =~1-р+р*. 

Такимъ же образомъ найдемъ 

(*„ З) 2 = 2-2р+р», (*,, 5) %= -2+р 2 , (*, 2)(п 1у 3) = 1+2р-р 2 , 
(^,2)(тс 1 ,3)=-1+р+р 2 . 

Примерь II. 

Найдемъ вс4 перины ириведенныхъ системъ 1-го рода, которыя 
соотвйтствуютъ идеаламъ, завясящимъ отъ корня уравнешя 

Р» = 19. 

Въ разсматриваемомъ случай 



Д = 27.19 2 , ^/1д = 57, 8 = 1, о = 3 и 5 = 1. 



(26) 



Мы должны найти всЬ идеалы 



О 0"О 



17 
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удовлетворяюпце условш 



РР" 



8» а 



й 



(27) 



и аедЬляпцеся ни на какое цвлое рациональное число. 
На основаши (26) получаемъ 

рг 



ррп 



19. 



(28) 



Разложимъ на простые идеальные множители числа: 

2, 3, 5, 7, 11, 13 и 17. 

Обозначая черезъ (те, р) и (тс*, р) нростыя идеальный числа 1-го по- 
рядка, а черезъ («„ р) простое идеальное число 2-го порядка, найдены 



2 = («, 2) («„ 2) ; 

3 = (*, 3) 2 (*', 3); 
5 = («, 5) («„ 5) ; 

7 = простое идеальное число; 



11 — («, 11) К 11); 

13 = простое идеальное число; 

17 = (1с, 17) («„ 17). 



Опредвляенъ идеальный числа, которымъ соответствуют идеалы, 
удовлетворяюпце условш (28). 



Идеааь. чаш. 


Р, Р, Р" 


Идеал», числа 


р, р, Р" 


Идеал*, числа 


Р, Р, Р" 


1 


1, 1, 1 


(1С, 3)* 


9, 9, 1 


(1С,, 2) (1С, З) 2 


6, 6, 1 


К 2) 


2, 1, 1 


К, 3) 


3, 1,1 


(«„ 2) («, 3)* 


18, 18, 1 


(«, 2) 2 


4, 1, 1 


(1С,3)(1С',3) 


3, 1,3 


(1С,, 2) (1С', 3) 


6, 2, 1 


Г««, 2) 


2, 2,1 


(«., б) 


5, 5, 1 


(1С„2)(1С,3)(1С',3) 


6, 2,3 


(«., 2)* 


4, 4, 1 


(т., И) 


11, 11, 1 


(1С,, 2) (1С,, 5) 


10, 10, 1 


(«., 2) 3 


8, 8, 1 


(«., П) 


17, 17, 1 


(1С,, 2) 2 (1С, З) 2 


12, 12, 1 


(т., 2) 4 


16, 16, 1 


(1Г, 2) (1С, З) 2 


6, 3, 1 


(1С„2) 2 (1С,3)(1С',3) 


12, 4,3 


(«,3) 


3, 1, 1 


(1С,2)(1С,3)«3) 


6, 1,3 


(1С, 3) 2 (1С„ 5) 


15, 15, 1 


(«, З) 2 


3, 3, 1 


(1С,, 2) (1С, 3) 


6, 2,1 


(1С,3)(1С',3)(1С„5) 


15, 5, 3 



Найдемъ теперь идеалы, соответствующее идеальнымъ числамъ, по- 
лгЬщеннымъ въ таблиц*. Системы коваргантныхъ формъ, соотвЬтствую- 
цдя этимъ идеал амъ, преобра8уемъ въ приведенныя системы 1-го рода 
подстановками вида 



— 131 — 



(1 Р 7 ■ 

|о р» т"| 
въ т4хъ случаяхъ, когда такое преобразован] е возможно. 

Полученные результаты пон-вшаемь въ следующей таблиц*: 



Идеаль. числа 




Соотквт. системы Формъ 



1 

(«.2) 

К 2) 2 

(«., 2) 

(*., 2) 2 

(«., 2) 8 

(«., 2)« 

КЗ) 

(«, З) 2 

(«, 3)* 

(<8) 

(*,3)«3) 



о 
-Х2+Х 1 (-1 +р )+Х" ~ 2+ 3 Р+р> 

Х4+Х'{1+ Р )+Х"*±*±? 

Х2+Х'2р+Х" 1±|±е! 

Х4+Х'4р+Х" 1 ~ 5р+р2 

О 

* 16+^ 16р+Х" ~ 23 ~ 5р+р * 

О 

Х8+Х»(-1+р)+^1±^ 
ЯЗ+Х'Зр-ЬХ" 4 ~ 2р+р2 

О 

Д9+Д?9р+Д" - 5+ ^ +р2 
ХЗ-Ы7(-1+р)+Я" - 2+ 3 Р+р * 
Х5+Х'(-1+ 9 )+Х"Ъ — ^ 



[,.>=$*, _ 2+р ] 



Г -1+р 1-2р+рМ 
^г^ - ' 6 ] 



-1+Р 1— 2р+р а 

Г 1+р -8+р+рП 
1_ 1>_ Г~' 12 ] 

г -5+р+р» -1+5 Р - Р П # 

Г -1+бр-р» -5+р+рП # 
I 1 ' 12 ' 6 ] 

[\ -1+5р-р 2 -б+р+р*] 
I 1 ' 24 ' 6 ] 

Г 23+бр-р» -21+р+ЗрЧ 
|_ ' 48 ' 16 I 

г 4-2р+р» -19+5р+2р' 1 # 

Г 1 -5+7р+р» -20+р+4р» 1 
I 1 ' 27 27 ^ 

Г -2+р+р« -1+р ] 
I 1 ' 9 ' 3 ] 
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Идоаль. числа 



СоотвЪтствуюпие идеалы 



Соотвът. системы «ормъ 



с*, в) 

(«и П) 

(", 2) («, 3)* 



А5+А>+А' 1±^±- р - 



Г -14+4р+р* -2+7»-2рП * 
I. 1 ' 15 ' 15 ] 



АП+Д'Пр+А' 



14+4р+р 2 -2+7»- 2р 
15 ' 15 

,, 4+13р+р: ! Г. 8-7р+2р* -7+2р+рП 
I I ' 38 ' П ^ 



А 17+А' 17р+А' 



.„ 13+25р+р* 



А*6+^3(-1+р)+Х' 



„ -5-2р+р» 



Г, 26-р+2р* _13+9р-р*"| 
I 1 ' 51 ' 17 ^ 

Г 5+2р-р» -14+7р+р' 1 
I 1 ' 18 ' 18 ] 

г -1+р -р+рП 
I 1 ' 6 ' 6 ] 

I 

,, 1 +р+р* I Г 1+р+р* 11+5р-рН 
" 3 I 1 ' 18 ' 18 ^ 

»>«*«Г х* + ГЫ.2Г=*±$±Г Д- | 4-2р + р^ -5+^+р ! -[ . 

№.»*8? ; А18+А"18р+А" =*+*& | ^^ -5+^р+р» ? -35-5р+7р^ 



— 14-е* 
С*,8>(МН Л '» 3 > : Х6+А''(-1+р)+А"3 —^~ 



(я„ 2) («, 3) ! А 6+А" 2 ( - 1 +р)+ А' 



{«,, 2) («', 3) ! А6+А'2(-1+р)+А 



„ 7+р+р» 



[ 



5+5р-р* 7+р+р 



18 



18 



Э 



(«..гжзжз) 



хб+*2<-1+,)+гз!±*!* » [1,^,^±р!] * 



(ж„ 2) (*„ 5) | А 10+А* 10р+А' 



, 1-11р+р г 



(«и 2) 1 (я, ЗУ А 12+А' 12р+А' 



,, 13+7р+р» 



3 



(*ДРМК«',3)! А 12+А'4(-1+р)+А"'3 3 * +9 *~ 



{к, 3)* (*„ 5) А 15+А' 15р+А 
(я,3)(«;3)(г„5) 



,„ -14-11р +? * 



3 



А15+А*5(-1+р)+А"3 в 9 + 9 * 



Г 1-р+р' -1+11р-рП 
I. ' 10 ' 30 ^ 



Г -23+7р+р» -7-р+5рП 
1 ' 36 36 ] 

г -3-р+р» -1+р] 
I ' 12 ~Г~ } 

Г. 14+Пр-р» -11+р+4рН 

I. 1 ' 45 — ' — 4Ъ — ^ 

Г, 6-р+р« -1+р] 
I • 15 ' 3 ] 
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Приведенный системы отмЬчены знакомь ♦ . Эти 11 приведенных* 
снстемъ принадлежать къ тремъ различным* першдамъ. 

Первый першдъ (а) состоитъ изъ двухъ системы 



[«. 



1-2р+р°- 
3 

(О 1 
\1 О О 
|0 1 О 



. 2+ р] к.) ! [1,=™^,ЗфЩ*н 



Г, -7-р+5р » 13+7р+рП 
V* 36 ' 36 ] 



;1 -I о 

О О 1 

;о 1 о 

-23+7р+р 2 -7-р+5р ! 



I 1 ' 36 '36 



•I] П(а) 



О 1 

1 О О 
О 1 О 

1*1 Ю+4р+ р 2 11+5И-2рП 
I. 1 ' 3~~ ' 3 ] 



1 3 -5 
0-3 2 
2-1 



[,,±^±41, -*+,] 



««) 



Второй перюдъ (Р) состоитъ изъ 5-ти системы 



Г -1+р 1-2 Р +рП 
I. 1 ' 2 ' 6 ] 



1(Р) 



[•• 



10 О 1 

1 1 О О 
(О 1 О 

-1+Р 1+р+р 2 1 
3 ' 9 1 



1 0| 
1-1! 
1, 



[■■ 



-5+7р+р 8 1+р-гр 



18 


' 6 


11 


_1 | 


!0 -1 





1 


1| 


4-2р+р* 


-6+р+р* 



1 



[,,^,Це±рГ| т [ У *=^:Щ 



О 1 1 

1 0| 

О 1 О 



г -5+7р+р 2 1+р+Р 2 1 
I 1 * 18 ' ~" 6~] 



О 1 

1 О О 
О 1 О 



[«• 



1 -1 -1 
О О 1 
О 1 О 

-1+Р -3- 



%Щ «г» 
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[,, **, ^±<?] 1У(3) ' [1,=±^?1,^±*ЩУ® 

10 1\ '00 1 ( 

110 0! ! .1 о о' 

■0 I 10 

Г -14-ор-р » 1+Н-р*"1 Г. 1+р 4+р+рП 

12 ' — 6~^ 1 1 '-Г' —6—} 

I 

|1 0-1| ! 1-10 

|о 1 О: ! 1-1. 

1- 1 

Трепй перюдъ (^ еостопъ шзъ 4-хъ сжстехъ: 

... [,,!Ц=Й, -!**-* ] „ № 

1 

1 О О 
О 1 О 

1-1 -1 

О «.' I 
О 1 О 

Г -1^ -3- ? -г 1 

I • з з ^ 

•.» I 

1 V О 
11 

Г. -1-5»-»* 1-»-»" 

I 1 * 6~^ 



Г' 


V 1 
1 
1 


в ^ 


['• 


З-Зр-Зр* 1^4?+ ? Л 
15 15 ^ 




1-1 






-1 






^ 1 1 






4-4?*? г -2 


-»-Т ? -*8*" 


15 


15 




1 






1 1» 






1 




[■ 


-* *»->•»* $-*-5а— *1»"1 




1 -5 






1 






1 






V -1г- 


5» _ 



п* 



.• 1 С 
— ? — 1»1 Г -I— 5а — 1 Д " 
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Приходимъ въ завлючетю, что въ разсматриваемомъ случае суще- 
ствуете три класса не вввивалентныхъ идеальны хъ чиселъ *). 

Блассъ (а) составляютъ вев алгебраически числа, зависящая отъ 
корня уравнения р 3 = 19. 

Изъ находящихся въ таблице идеальныхъ чиселъ въ классу (а) при- 
надлежать числа: 

1, (*,, 2)*, («„ 11), («, 2)(п, 3)(*', 3), (*, 2)(*, З) 2 , («,, 2) а (я, З) 2 , 

(«„ 2) а (1с, 3)К 3), («,, 2)(1с, 3), («„ 2)(я', 3), («„ 2)(1С, З) 4 . 

Указан нымъ выше способомъ находииъ: 

(*„ 2) 3 = ~ 1+ | Р ~ рг > («„ 11) = 8 ~ 7р 3 +2р2 , (х, 2)(«, 3)(1с', 3) = -1+р, 

(я , 2)(я , 3 ) 2 = ё±|^, ь,2Гьшг- -" + ™ . 

(«,, 2) 2 («, 3)(*', 3) = -3-р+р*, (1с„ 2)(1с, 3) = 1+Р 3 +р2 > 
(1с„2)(1с',3) = 11=р г , (^8)(^»У- -5+Тр+рД . 
Къ классу ((3) принадлежать идеальный числа: 

(1С, 2), (1С,, 2) 2 , (1С,, 2) (1С, 3)(1С', 3), (1С,, 2) (1С, З) 2 , (1С, 3), (1С', 3), 
(1С, 3)*, (1С,, 2)(1С„ 5), (Ж, 3) 2 (1С„ б), (1С, 3) (я', 3)(«„ 5) и т. д. 

Къ классу (у) принадлежать идеальный числа: 

(1С,, 2), (1С, З) 2 , (1С, 3)(1С', 3), (1С,, 5), (1С, 2) 2 , (1С,, 2)*, (1С,, 17) и т. д. 



*) Число классовъ не эквивалеытныгь идеальныхъ чиселъ для уравнсшя р*=19 было 
определено А. А. Марковыиъ въ вышеупомянутой стать* (стр. 31). 



ОТДМЪ III. 
Последовательные огаитаьше шшша юшы коващаиннгь Фощъ 

= Л'Х+А> + Л"Ч т' = Х\'+Ху+Х"ч' и ю" =Х\"+Ху+Х"ч" 

яри йшъ дощошьшгь значешяхъ перейншгь. 



О системе новар1антныхъ формъ 

_ Х , (I, V 
X', р/, V' 

X", р.", у*_ 

§40. 
Въ этомъ отдели мы разсматриваемъ ковархантныя формы 

а = Х\+Х'р+Х\ и' = ХУ+ХУ+Х"\>' и о>" = -XX" +Ху+Х"* п , (1) 

коэффициенты которыхъ удовлетворяютъ с.тЬдующимъ услов1ямъ: 

1) X, р., V, X', р/, V', X", р.", V" дМствительныя числа; 

2) определитель 

ве равепъ пулю; 

3) спсвемы (X, р., у), (X', р.', У) и (X", р.", у") неприводимый. 
Самво.юмъ 

"X , |1, V ~ 

X'. р/, V' 
_Х", Р", V", 

обознащшъ систему коварлантныхъ формъ (1). 



X 


Р 


V 


X' 


Р' 


V' 


X" 


р» 


V" 



= X 
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Относительные пиш'та системы новартантныхъ формъ. 

§ 41. 
Опредлмнге. Пусть при нтькоторыхь значенгяхь перемпнныхъ 
X, X и X 1 коваргантныя формы 

и = Х\+Х'р.+Х"», <о' = ХН+Ху+Х"* и со" = Х\"+Ху+Х"* п (1) 

получають такгя значенья со , со^ и со", что нельзя найти цгьлыхь 
рагфональныосъ чпселъ I, I* и $\ которыя удовлетворяли бы одновре- 
менно неравенствами 

|Л+« Г |1+Гу|<|« в | | |Л'+«У+^'|<|лЦ гг |&»+^"+Л/'| < К|. 

Условимся называть такгя числа со , со^ ^ со" относительными 
ттгта'ми системы коваргантныхь формъ 

X , ц. , V 1 



X', ,1', V' . (2) 

X", р.", у"_ 

Значенья коваргантныхь формъ (1) равныя нулю исключаются 
изь разсмотръътя. 

§42. 

Обозначимъ черезъ (#) совокупность всЬхъ системъ относитель- 
ныхъ пишта, при чемъ условимся системы (со, со', <о") и ( — со, — со', — со") 
считать за одну систему. 

Лемма I. Къ совокупности {8) принадлежать конечное число 
системб, элементы которыхь со, со' и со" по численной величипгь мень- 
ше данныхь чисель е, е' и е". 

Лемма II. Если система (со, со', со") значенгй коваргантныхь 
формъ (1) не принадлежишь къ совокупности (8), то среди системъ 
совокупности {8) можно натай систему (со*, со*, со*), элементы ко- 
торой меньше чиселъ |со|, |со'| и |со"|. 

Лемма III. Къ совокупности {8) принадлеоюить безчисленное 
множество системъ (со, со', со"), элементы которыхъ со ; и со" по числен- 
ной величитъ меньше е' и е". 

Лемма IV. Къ совокупности {8) принадлежишь безчисленное 
множество систеш (со, со', со"), первый элементъ которглссъ со по чис- 
ленной величитъ не шнъше е. 

Лемма У. Къ совокупности {8) принадлежать конечное число 
системъ (со, со', со"), элементы которыосъ со' и со" удовлетворяют^ уело- 
вгямь: 

18 
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Доказательство этихъ леммъ не представдяетъ затрудненш, 

О смежныхъ системахъ совокупности (5). 

§ 43. 
Опредгьмме. Если система (<о , о>о, со") принадлежит* кь сово- 
купности (#), то всегда можно найти только одну систему (со п со',, со") 
значений коваргантных* форм* 

о) = Х\+Х'р+Х\ ы' = Х\'+Ху+Х"*' и а>" = АТ'+^К+ХУ', (1) 

элементы которой удовлетворяют* слгьдующимъ 2-м* условгям*: 

1) |«5!<|-;| и |«Г|<|«г1; (2) 

2) ни при каких* ирмых* рагрональных* значенгях* I, $ и $' не- 
равенства 

|&+«'|1+^| <!»,!, ; «Х'+^+Г/|< |4! и |А* + *>" + ^|<!шг| (3) 

не могут* существовать одновременно. 

Система (со,, со',, со") принадлежать к* совокупности (#), и 
эту сисхпему мы называем* первой системой смеоюной с* системой 

(о> , о>;, со;'). 

Систему (со,, со',, со?) мы называем* второй системой смеоюной 
с* (<о , со' , со"), если элементы ея удовлетворяют* 1-му и 2-му усло- 
вгям*, когда в* неравенствах* (2) и (3) произведена круговая замена 
букв*: со на со', со' на со" и со" на со. 

Систему (со 3 , со',, со") мы называем* третьей системой смеоюной 
с* (со , со' , со;'), если элементы ея удовлетворяют* 1-му и 2-му уа/ю- 
вьям*, когда в* неравенствах* (2) и (3) произведена круговая замена 
букв*: со на со", со' на со и со" на со'. 

Необходимо им'Ьть въ виду, что поняпе о смежныхъ системахъ уста- 
новлено нами такимъ образомъ, что дв4 системы совокупности (#) не 
могутъ быть смежными взаимно. Если, наприм'Ьръ, (со,, со', , со?) первая 
система смежная съ системой (со (| , со' , со"), то система (со , со' , со") не 
можетъ быть ни первой, ни второй, ни третьей системой смежной съ 
(со,, со',, со"). 

Замтаме. Если (со,, со' м со") есть первая система смежная с* 
системой (со , со^, со"), а (со, со', со") какая нибудь другая система зна- 
ченгй коваргантных* форм* (1), то при сугцествованги неравенств!* 

ш'|<|4| и 'со"; < |аС 
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должно существовать неравенство 

|»!>|ю,|. 

Поэтому при сущесгпвовапги, напримъъръ, неравенстве 

|»"|<:юг| и \и\<\щ\ 
необходимо 

У! :> |ш |. 

Последовательные относительные пимта системы ковар1аитныхъ формъ. 

§44. 
Пусть (со , со , <о") какая нибудь система, принадлежащая къ сово- 
купности (#). Найдемъ первую систему смежную съ (ш , со' , со"). 
Пусть эта система (со п , со,,, (о',',). Найдемъ первую смежную съ ней 
систему (со,,, со', п со",) и т. д. Получимъ безконечный рядъ системъ 

(Ш , 0> , »о)| («11, *>'„, «УО, (®«, Ю|1| «?1)| •-• (I) 

элементы которыхъ удовлетворяют неравенствамъ 

|»о| < |»п| < |«л! < • ' • | 

|а>о|>>'и|>|<|>... • (1) 

\<\> |«7.| > К| >••• ) 

Найдемъ вторую систему смежную съ системой (со , со , со"). Пусть 
эта система (со,,, со',,, со'',). Вторую систему смежную съ (со,,, со',,, со',',) 
обозначимъ черезъ (со,,, со',,, со",) и т. д. Получимъ безконечный рядъ 
системъ 

(а> , со , »?), (а), а , с*',,, а)?,), (а>„, со',,, со?,), ... (П) 

элементы которыхъ удовлетворяют неравенствамъ 

|й) | > |о)„| > |<о„| > • • • 

|а> |<|а)'„|<|а>;,|<... I (2) 

К|>к,|>|<ог,|>... , 
Подобнымъ же образомъ составимъ рядъ системъ 

(<0 О , С»о, <*о), (О),,, ©',„ »?,), (С1) 38 , «о',з, «У, ... (III) 

элементы которыхъ удовлетворяют неравенствамъ 



|«о|> |»1||> |»»| > ■•■ | 
К|>|»«|>|«^1|> "• [• 

К1<|»7.|<|»Ь|<--- I 



(3) 
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Здйсь (о) 13 , о>' 13 , (о",) есть третья система смежная съ (<о , со^ а>") 
и т. д. Ряды (I), (II) и (Ш) мы пазываемъ рядами послЬдовательныхъ 
относ ителышхъ шшша системы коваргантныхъ формъ 



X , р. 
Г, ^ 



(4) 



§ 46. 
Возни каетъ вонросъ, заключаются ли въ рядахъ (I), (II) и (III) вс*Ь 
относительные шшта системы коваркнтныхъ формъ (4). Въ томъ слу- 
ча*Ь, когда коэффшценты разсматриваемыхъ формъ ограничены только 
условкми, поставленными въ § 40, ответить на этотъ вопросъ мы не 
можемъ. Прибавляя же къ условгямъ § 40 сл&дуюпцй постулатъ *): 
^существуют такое положительное не равное нулю число М, что 
неравенство 

\&+ер+е),\.\й'+1у+м\ . |*Х"+*У +^"| < м 

не можете гимътъ мгьста ни при какшъ цгьлыхъ рацгопалъныхъ зна- 
чтгпхй /, ? и *" а — не трудно доказать, что въ рядахъ (I), (И) и (III) 
заключаются не в<гЬ относительные пппнпа системы ковар1антныхъ 
формъ (4), 

Это нредложен1е является лишь частнымъ случаемъ болЬе общаго 
нредложев1я: 

Еъ совокупности (8) принадлежать безчисленное множество си- 
стем?* (ш, т\ (о"), элементы которыхъ о>' и со" по численной величинть 
не меншя даиныхъ чиселя е' и е". 

Намъ не удалось найти доказательства этихъ предложены!, которое 
не было бы основано на вышеупомянутомъ постулат*, но для дальней- 
тихъ нашихъ изслйдованШ эти нредложен1я не им'Ьютъ существеннаго 
значен 1я. 

§4в. 

Теорема. Предполооюимъ, что (со , о>о, со") и (х , х' , т") системы, 
представляй пцгя относительные тгпгта коваръантныхь формъ (4). 

Если $тимъ системами соотвгьтствуютъ ряды поелгъдователъ- 
пыяъ отиосижелънызсъ тгпгта: 



*) Ср. К г о п е с к е г: „8иг 1ев ипПёя согар1ехев я (Сотр1ез гепдив Лев вёапсея йе ГАсадё- 
тт йе Рат, Т. 96, р. 97). 
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(а>о, со' , й)о ; ), (<«>„, о',,, о)?,), (<о 21 , а> 21 , (о?,), ... (I) 

(а>о, а> , а)"), (»>12, ю' 12 , а>Т 2 ), (а> 22 , а> 22 , (о'; а ), ... (II) 

(<!> , <!> , О, (0>,з, »'», СО'/з), ((!)„, 0> 2 з, (й' 2 'з), ... (III) 

и 

(*о,<>4), (т,„ т'л, т?0, (*«, т' 21 , ГЦ ... (Г) 

(*0, *0, ^о), (*12, *, 2 , Т 1'з), ( Т 22, Т 22, ^|#}| М* (II') 

(то, <, т2), (т 13 , т' 13 , ту, (т 23 , т 23 , <), ■■- (ИГ) 

яго в» одпомъ изъ рядовъ (I), (II) и (III) находится система^ принадле- 
жащая къ одному изб рядовъ (Г), (II') и (ПГ). 

Мы предиолагаемъ, что (а> , со , <о ') и (х , х , г") различный систе- 
мы, и потому ни одно изъ равенствъ 

(Оо^^о!, ИЛИ |<!> | = |Т |, ИЛИ |ш8|=г|«Л, 

на основами § 40, невозможно. Такъ вакъ (со см <«о, о>^) в (т , х^ х") 
системы, представляюпця относительные ппшта ковар^антныхъ фориъ 
(4), то вс* элементы системы (а> , со , (о ') по численной величин* йе но- 
гутъ быть меньше или больше соотвйтствующихъ элементовъ системы 
(^о? ^о> ^о)- Мы можемъ предполагать, что два элемента системы 
(о) , (о , о>о) меньше соотвЬтствующихъ элементовъ системы (х ||? х^, х„). 
Въ томъ случае, когда это условге не выполнено, систему (о>„ т со[,, со") 
замйняемъ системой (х , х' , х '). 

Возможны, следовательно, только три случая: 

1) |»о|>м, к|<к| и |»г|< <\\ 

2) - Ы<Ы, \<\>\<\ и |»!|<|«& 

3) К|<М, К|<|Т | И |о>о'|>|^|. 

Мы докажемъ, что въ первомъ случай одинъ изъ рядовъ (II) и (III) 
заключаете въ себ4 систему, которая принадлежитъ къ ряду (Г]. Во 
второмъ случай одинъ изъ рядовъ (III) и (I) заключаетъ систему, кото- 
рая принадлежитъ къ ряду (1Г). Въ третьемъ случай одинъ изъ рядовъ 
(I) и (II) заключаетъ систему, которая принадлежитъ къ ряду (ИГ), 

Мы разематриваемъ подробно только первый ел уча Й, такъ какъ 
вей остальные случаи приводятся къ первому. 

Мы предиолагаемъ, что существуютъ неравенства 

\<\<\<\ и к|<|тг|. (5) 

Найдемъ въ ряду (II) вей системы (со |2 , со- 2 , со^), элементы которыхъ 
удовлетворяютъ условно 

|<0(-2|<|<|. (6) 



(Ю) 
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На основанш перавепствъ (2) § 44 и леммы 1-й § 42 убеждаемся 
въ томъ, что число I можетъ имЬть только конечныя значешя. 
Цредположимъ, что всЬ эта значешя / находятся въ ряду 

1 = 0, 1,2, ...т. (7) 

Для ббльшаго удобства мы будемъ обозначать систему (<о , <о' , со") 
еще иначе: (ш в11 ш^„ во!,), (со 03 , ш^, аС) и (ш „ <^ п «&). 

Найдемъ въ ряду (III) вс4 системы (со,,, «о,,, о)]' 8 ), элементы кото- 
рыхъ удовлетворяютъ уСЛОВШ 

1<а|<|т!|. (8) 

Число такихъ системъ конечно. Мы предполагаем^ что вс* зна- 
чешя числа $ заключаются въ ряду 

,/-=0,1, 2, ...и. . (9) 

Элементы системъ ряда (Г) удовлетворяютъ неравенствамъ (1), т. е. 

|*о| < |*п| < ;^1| < •• 

\<\ >|Т , 11 |> К«|> ■• 

\<\>\<л>\<Л>- 
и потому на основании леммы У-й § 42 убеждаемся, что неравенства 

К*1|>|<| и |*М>|»!| (И) 

возможны только при конечныхъ значешяхъ числа к. На основанш не- 
равенствъ (5) убеждаемся, что неравенства (11) удовлетворяются при 
к=0. Предположимъ, что к есть наибольшее число, при которомъ не- 
равенства (11) возможны. Если окажется загЬмъ, что 

|*+..,|«К1, (12) 

то системы (**+,,„ х*+1.п Тч+м) и (°> ! <«>и ш") тождествены, и теорема 
доказапа. Предположимъ, что равенство (12) не имЪетъ мЬста. Такъ 
какъ к есть наибольшее число, удовлетворяющее неравенствамъ (11), то 
необходимо: 

или |**+1, 1| < !<в'о|, или ;т2+ 1#1 | < |о>' '|. 

Мы докажемъ, что при существовали неравенства 

|т*+м1<К| 
въ ряду (III) находится система, которая принадлежитъ къ ряду (Г), а 
при существовали неравенства 

1*1'+мКК1 
въ ряду (П) находится система, которая принадлежитъ къ ряду (Г). 
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Предположимъ, что 

№+,,,! <|«;|. (13) 

По условно (11) неравенства 

Ка1|>|»1»| и |т2,|>|»?,| (14) 

существу ютъ при к— к и а=0. Можетъ случиться, что можно найти 
нисколько ц г Ьлыхъ ращональныхъ чиселъ к и 5, удовлетворяющих^ этимъ 
неравенствамъ. Изъ такихъ паръ чиселъ к и з выберемъ ту пару, въ 
которой число к имйетъ наибольшее значете. Такое шсло к всегда 
можно найти, такъ какъ на основанш предыдущаго число 5, удовлетво- 
ряющее неравенствамъ (14), можетъ быть равно только одному изъ чи- 
селъ (9). Следовательно, если существуютъ неравенства (14), то, на 
основаши (3), существуютъ также неравенства: 

1т;1|>Кз| и |гХ,|>К 3 |. (15) 

На основаши неравенствъ (10) и леммы У-й § 42 убеждаемся, что 
неравенства (15) могутъ существовать только при конечныхъ значешяхъ 
числа к. Изъ этихъ значешй числа к выберемъ наибольшее число, удо- 
влетворяющее неравенствамъ (14) при одномъ изъ значешй 5 равномъ 
0, 1, 2, ... п. Мы можемъ также предполагать, что при этомъ наиболь- 
шемъ значешй к число з, удовлетворяющее неравенствамъ (14), югЬетъ 
наибольшее значеше. 

При такихъ предположешяхъ относительно чиселъ к и 5 на осно- 
ванш неравенствъ (3) и (14) находимъ 

|т11|>|^..»| и |т5,| <г|»1к,| 
и на основаши (10) 

1*2+,,,! <!«?+,,,!. (16) 

Если бы оказалось, что системы (т А 4-1,„ т! +м , Тд +1И ) и (а),„ а4, о)" 3 ) 
тождественныя, то теорема доказана. Предполагая, что эти системы 
различныя, па основаши неравенствъ (14) и замйчашя къ § 43, на- 
ходимъ 

|Та+ц| < |»*з1, (17) 

я потому на основанш (16) 

Км-1.1|>|";.. ! . 08) 

Мы предполагаемъ, что к>к, и потому на основанш неравенствъ 
(13) и (10) получаемъ 

№+м|<К1|. (19) 

Приходимъ къ заключение, что 4нсло $ не равно нулю, иначе не- 
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равенство (18) было бы невозможно. Между числами 0, 1, 2, ... (5 — 1) 
можемъ выбрать число ], удовлетворяющее условно 

к>+..з1<КА + ,,,|<|«;,|. (20) 

На основанш неравенствъ (17), (3) и (20) находимъ 
|*ч-|.11 <\*ц\ и К А+1 ,,|<|«|,|. 

Следовательно, если системы (т Л+1>1 , т^,,,, Ха +1§1 ) и (соя-,,,, со^,,,, со? +1> ,) 
не тождественный, то будетъ существовать неравенство 

|^|>|<и,*|. (21) 

На основанш неравенствъ (20) и (21) находимъ 

Эти неравенства противорйчать предположенш, что к есть наиболь- 
шее число, удовлетворяющее неравенствамъ (14), и потому системы 
(х А+111 , < +1>1 , х2 +1|1 ) и (т, +||1| <©;+,,„ со^,,,) тождественныя. 

Нодобнымъ же образомъ убеждаемся въ томъ, что при существо- 
вали неравенства 

К+м1<1»?| 

въ ряду (II) находится система, принадлежащая къ ряду (Г). 

О значежяхъ перемЪнныхъ, которымъ соотвЪтствуютъ относительные тштш 

системы ковар1антныхъ формъ. 

§ 47. 
Основная теорема. Если системы (со , о>о, со") и (со,, со',, со'/) 
представляют^ относительные тгпгта иоваргантпыхъ формъ 

со = Х\+Х'р+Х\ <*>' = Х\'+Ху+Х'У и со" = ХГ+Х'р" +Х"у>" 

при зпачетяхъ перемчънпыхъ 

Х=р , Х'=р' , Х"=$ и Х = р 1 ,Х'= 1 Г 1 ,20'=р" 1 

и система (со,, со',, со',') смежна съ системой (со , со^,, соЦ), то числа 

р'ор'1 - р"р\ , р"р1 - Рор'1 и р р\ - р' р х 

пе им1ъюгт обгцаго дгьлителя. 

Эта теорема можетъ быть доказана такъ же, какъ была доказана 
соответствующая теорема § 21 отдЬла II. 
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Приведенный системы новар1антныхъ формъ. 

§48. 
Опредгьленге. Систему коваргантньгхъ формъ 

X', ц', у' (1) 

пашваемъ приведенной системой 1-ю рода, если (X, X', X") и ([X, [х', [х") 
относительные тгпгта значеигй коваргантньгхъ формъ (1) м я/ж яголю 
([X, {х', [х") есть первая система смежная съ (X, X', X"). 

Систему формъ (1) называемъ приведенной системой 2-ю рода, 
если ([X, ^х', {х") есть вторая система смежная съ (X, X', X"), и приве- 
денной системой 3-ю рода, если ([X, {Х ; , |х") третья система смежная 
съ (X, X', X"). 

Цредположимъ, что ((о , о>о, со") какая нибудь система, представля- 
ющая относительные шиита коваргантныхъ формъ (1), и (о> м со',, со") 
первая система смежная съ (о> , со», со"). Полагаемъ 

0> =ро\ + '}>о\Ь + Ро», со, —рг'к + р'гу.+р")* И Т.Д. 

Мы доказали (§ 47), что числа 

РоР"-РоР'ц РоРг-рор" И рор'х-р'оРг 

не им'Ьютъ общаго дЬлителя. Можно, следовательно, найти ц4лыя ра- 
цюнальныя числа </ , е^, д" 7 удовлетворяющ1я равенству 



р» 


V* 


Я° 


Р'о 


1>\ 


«1 


т п 


п п 


л" 



(2) 
р'о р'1 $ 

Система формъ (1) подстановкой (2) преобразуется въ эквивалент- 
ную ей приведенную систему 1-го рода 



«1, Vо 



о) 



»7 



•5, <*'!, ^_ 



со,; 



(3) 



Если систему (3) преобразовать подстановкой 

1 О 



О 1 
О О 



то, каюя бы значешя ни имйли ц'Ьлыя числа гид, полученная система 
будетъ приведенной системой 1-го рода. 

19 
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Приведешь систему (3) къ нормальному виду; получимъ систему 

"1, Ти *1 

1, а, ♦? 

коэффициенты которой онред-вляются равенствами 



(4) 



0>1 . V, 

<р, = г ' ф, = И Т. Д. 

Система (4) приведенная система 1-го рода, и потому коэффищен- 
ты ся удовлетворяюсь условьянъ: 

М>1, |<р',|<1 и |<рГ|<1. - (5) 

Если система (4) приведенная система 2-го рода, то коэффищен- 
ты ея удовлетворяют* неравепствамъ (5), когда въ этихъ неравснствахъ 
ироизведепа зам-Ьпа буквъ: <р, на «р' м ср', на <р" и <р" на <р,. 

Такимъ же образомъ получаются услошя для коэффищснтовъ при- 
веденной системы 3-го рода. 



Вспомогательное преобразовате системы ковар1антныхъ формъ. 

§49. 

Лемма. Каждая система коваргантмыхъ формъ 

1, <Р, Ф ' 

1, <р', *' 

_Ь <р", Ф"_ 

моокегт быть преобразована подстановкой 

1 в т 



(1) 



О р» у 
О р" у 



= ±1 



въ систему 

'1> Ь> ♦•' 

1, *'., ♦'. 

_1, «рГ, *?. 

коэффищттъг которой удовлетворяютъ слгьдующимъ 3-мь условгямъ: 
1) Числа ср' — <р" ад <|/ — ф" различных* знаков*, если только 
<р' — -ср" аде равно пулю; при этош или |<р' — <р"| < 1 ад |<|/ — <|/'| > 1, 
адлад |<р' — ср"| < |ф' — ф"| < 1, адо тогда ф" — ф=0. Числа <р" — <р 
ад ф" — ф одного знака, причем* |<р" — <р| ^> |ф" — ф|. 
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2) <р > 0, |<р'| < 1, |<р"| <С 1 и ми Щри лакомь цъъломъ рацгоналъ- 
помв значенги I неравенства |*-{-<р| <С ?> |'4"?'| <С 1 ^ |'Ч"? /; 1 <С 1 
не возможны одновременно. 

3) |<|/| < 1 «, еслгл возможно, то |ф"|< 1. ^» толю случшь, 
когда неравенство |ф"| < 1 ме возможно, числа <|/ г* ф" должны быть 
разных* знакам. Когда |<]/| < 1 и |ф"| < 1, неравенства |*-|-ф| < |ф|, 
|< + <]/| <С 1 и |*+Ф"1 <С 1 «в возможны одновременно. 

Найдсмъ подстановку 

Р' т 1 



Р" 



= =Ы, 



которая прообраз у етъ бинарную систему ковар1аптныхъ формъ 
въ приведенную систему 2-го рода 

&:■}■ 

определяемую услов1ями: 

X и |А различныхъ знаковъ, если X не равно нулю; при этомъ 
или |Х | < 1 и 1 11 1 > 1, или | X | < | [л | < 1, но тогда ц/ = 0; 
X' и |д/ одного знака, при чемъ | X' | > 1 1|/ 1 . 
ЗдЬсь 

х = р'(?'-?") + Р"(Ф '-П к- = т'(<р'-т") + т"(ф'-ф") и т. д. 

Данную систему коваргантныхъ формъ (1) преобразуемъ подста 
новкой 

1 р т 



(2) 



(3) 



Ор' * 



= =Ы; 



(4) 



О р" ?" 
числа р и у оиредЬляемъ изъ неравенствъ 

|Р+РУ+Р'У1 < 1 и | т+т у+ т ''ф'|<1. 

Для {3 и у получимъ по два значен1я. Одно изъ значенш Р бу- 
детъ также удовлетворять неравенству 

|Р+РУ'+РТ1<1, 
такъ какъ на основан] и (2) и (3) 

|(Р+РУ+РЧ0-(Р+РУ'+Р"Ф Г, )1 < 1. 
Если неравенства 
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|р+ру+р"ф'|<1 и |р+ру+РТ1<1 (5) 

возможны только при одномъ значенш (3, то этими неравенствами число 
(3 вполне определяется. Если же два значешя (3 удовлетворяюсь не- 
равенствамъ (5), то изъ этихъ двухъ значенш (3 выберемъ то, при ко- 
торомъ численное значеше (3 ~|- (З'ср -|- (3"ф наименьшее. 

Для числа у мы получили также два значешя; изъ пихъ выберемъ 
то, при которомъ существуете неравенство 

1т+тУ'+тТ1 < I- 

Если это неравенство не возможно ни при одномъ изъ двухъ зна- 
ченш у, то изъ нихъ выберемъ то, при которомъ численное значеше 
Т + ТфЧ^Т'^" наименьшее. Если неравенства 

|Т+ТУ+Т'Ч'1 < 1 и | 7 + 7 у+7Ч"1<1 (6) 

возможны при одномъ только значенш у, то этими неравенствами число 
у вполне определяется. 

Если неравенства (6) возможны при двухъ значешяхъ у, то изъ 
нихъ выберемъ то, при которомъ численное значеше Т + Т' ( Р~1~Т"Ф 
наименьшее. 

Коэффициенты подстановки (4) такимъ образомъ внолнЬ определя- 
ются. Если окажется, что |3 Н- (З'ф + (3"ф положительное число, то пре- 
образоваше кончено, и подстановка (4) искомая. 

Если р + Р'? + Р"Ф <С 0, то подстановка 



1-Р -Т 

О -р' -?' 

О _р" _ т " 



= =Ы 



преобразуетъ систему (1) въ систему, удовлетворяющую всЬмъ устовшмъ 
леммы. 

Изложенное преобразоваше системы (1) назовемъ вспомогательнымъ 
преобразовашемъ 1-го рода. Данную систему (1) можно преобразовать 
еще слйдующимъ образомъ: замЬнивъ коэффищенты системы <р на <р', 
ф на <|/ и т. д., полученную систему можно привести къ виду, удовле- 
творяющему услов1ямъ леммы. Такое преобразоваше системы (1) на- 
зовемъ преобразовашемъ 2-го рода. Преобразоваше 3-го рода харак- 
теризуется круговой заменой буквъ: ср на <р", ф на ф" и т. д. 
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Алгориемъ, при помощи котораго наждая данная система новар'гантныхъ формъ 
можетъ быть преобразована въ приведенную систему подстановкой вида 

1 Р Т | 

О р' т' = =ы 

р" ?" 

въ случаяхъ, когда такое преобразование возможно. 

§60. 

Въ дальнЬйшемъ мы говоримъ исключительно о преобразовании дан- 
ной системы ковар1антныхъ формъ въ приведенную систему 1-го рода. 

Для того, чтобы данную систему преобразовать, наприм'Ьръ, въ при- 
веденную систему 2-го рода, нужно произвести круговую замену коэф- 
фищентовъ системы: ср на <р', ф на ф' и т. д. и загЬмъ полученную си- 
стему преобразовать въ приведенную систему 1-го рода. Если въ этой 
систем* произвести обратную замену коэффищентовъ, то получится при- 
веденная система 2-го рода. 

Цредположимъ, что дапная система коваргантныхъ формъ преобра- 
зована подстановкой 

1 р т 

О р' т ' = =Ы 

р" т" 
въ систему 

1> ? I Ф 

1, *',Ф' , (1) 

1, ?"> V - 
удовлетворающую условишъ леммы § 49. 

Требуется систему (1) преобразовать подстановкой вида 

1 р ч 

О Р ' г/ = =Ы (2) 

О / <?" 

или въ приведенную систему 1-го рода, или обнаружить невозможность 
такого преобразован1я. 

Если подстановка (2) преобразуетъ систему (1) въ приведенную си- 
стему 1-го рода, то (1, 1, 1) есть система, представляющая относитель- 
ные тшшта ковар1антныхъ формъ (1). Обозначимъ 

(й=р+ 1 /у+р"^ <*'=р+р'ч'+р"У и и" = р+ру+р"у. 

Система (ш, <о', со") есть первая система* смежная съ системой (1, 1, 1). 
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Система (1) не можетъ быть сдЬлана ириведенной подстановкой 
вида (2), если только существуетъ, хотя бы одоа, система (со., со',, со" 
значсшй ковар!антныхъ формъ (1^, элементы кото!>ой удовлетворяютъ 
неравенствами 

|(|), -^ 1, |<д)', <г 1 и ! а>7| <1 1. '•>• 

Иъ дальнМшемъ мы будемъ называть систему (со, со', со") искомой, 
если :>та система или первая система смежная съ системой (1, 1, 1), 
или элементы системы (со, со', о>") удовлетворяютъ неравенствамъ (3). 

Предположим ь, что ^ и С нЬкоторыя цйлыя рацшнальныя числа. 
ОнредЬлимъ дЬлое число Ь изъ неравенства 

Этому неравенству удовлетворяютъ два значетя Ц изъ нихъ выбе- 
ремъ то, которое удовлетворяетъ неравенству 

|*+*У+«Т1<1- 

Если оба значешя I удовлетворяютъ этому неравенству, то изъ двухъ 
зиачен1Й I выберемъ то, при которомъ численное значенге 2+^9 + ?'$ 
наименьшее. Изъ двухъ чиселъ I -{- ^ср -|- 1"§ и — I — ^ср — г"ф выбе- 
ремъ положительное число. Пусть это число х, а соотвйтствуюнця зна- 
чешя ковар1антныхъ формъ (1): х' и х". Для краткости будемъ гово- 
рить, что комбинащи (V, I") значепш перемЬпныхъ А'' и X 1 соотвйтству- 
етъ система (х, х', х"). Въ томъ случай, когда неравенства 

\1+щ+еу\<:1 и |м-*у'+*Т1<1 

не могутъ существовать одновременно пи при какихъ значешяхъ I, ком- 
бинащю (^, (?') будемъ называть невозможной. 

§ 61. 
Теорема /. Првдтюложимъ, что система коваргаптныхъ формъ 
(1) удовлетворяете услов'шмъ леммы § 49 и кромгь тою условгю: ф ^>0. 
Лели среди система 

(со , <*>о, «!!), («1, со',, со'/), (ю 2| о>; ? ш?) ?* (ш 3 , о>; 7 (О?) (4) 

.таченш этихъ форм?,, соответствующих?* комбинациям* 

(1,0), (0,1), (1, -1) и (2, -1) (5) 

зпаченгй переменных^ X и X", нетъ ни одной системы, ваь элемен- 
ты которой была бы по численной величине меньше единицы^ то 
система (1, 1, 1) представляет* относительные тгпгта поваргант- 



V 
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пыая форт (1), и среди систем* (4) находится первая система смеж- 
ная сь системой (1, 1, 1). 

Предположимъ, что среди системъ (4) н'Ьтъ ни одной системы, вей 
элементы которой по численной величине были бы меньше единицы. 
Обозначимъ черезъ 

о) = р+р'у+р»^ со' = ^н-ру + /ф' и а>" = 1>+рУ +р"У (6) 

систему (со, со', со"), всЬ элементы которой по численпой величине мень- 
ше единицы въ томъ случай, когда система (1, 1, 1) не представляетъ 
относительныхъ пишта ковар1антныхъ формъ (1), въ иротивномъ же 
случай пусть (со, со', со") есть первая система смежная съ системой 
(1, 1, 1). На основании этого услов1я иолучаемъ неравенства 

Н^+А'+рЧ'!<1 и |у+рУ+/^|<1. (?) 

Мы не д'Ьласмъ никакого предположешя относительно знака числа о>. 

Если система (со, со', со") заключается между системами (4), теоре- 
ма доказана. Донустимъ противное и предположимъ, что одно изъ чи- 
селъ р1 и р" равно нулю. Если, иапрюгЬръ, р' = 0, то можемъ пред- 
полагать, что р" > 0. Неравенства (7) обращается въ сл'Ьдующгя: 

\р+р"Ц\ < 1 и \р+ Р Т\ < 1, (8) 

и потому необходимо 

1*1 <1, 
такъ какъ но 3-му условию леммы § 49 |ф'| < 1 и, если |ф"| ]> 1, то 
ф' и ф" различныхъ знаковъ; въ этомъ случай неравенства (8) очевид- 
но невозможны. Поэтому предполагаем^ что |ф"|<^1. 

Такъ какъ |ф'| < 1, |ф"| < 1 и ф > 0, то система (ф, ф', ф") со- 
ответствуем комбинащи (0, 1), и согласно условш 

ф > 1 и со < ф. 

На основанш равенствъ (6) получаемъ 

р + р"ф<ф, 

и потому р число отрицательное. Но при услов1яхъ: р < и / )> 
неравенства (8) могутъ быть возможны только тогда, когда 

ф' > и ф" > 0. 

На основанш этихъ неравенствъ и неравенства ф > 1, находимъ 

0<ф-1<ф, |ф'-1|<1 и |ф"-1|<1. 

Эти неравенства проти ворочать 3-му условш леммы § 49. 
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Такъ же докажемъ, что р" не можетъ быть равно нулю. 
Предположить, что ни р', ни р" не равно нулю. 
Додустимъ, что р1 и р" одного знака. Мы можемъ иреднолагать, 
что 

р' > 1 и р" > 1. (9) 

1-й случай: ф > 1. 
На основаши 2-го условгя леммы § 49 имЪемъ 

ср>0, |<р'|<1 и 1<Р"1<1- (Ю) 

Кром'Ь того, система (ср, ср', ср") соответствуем комбинащи (1, 0), 
и потому 

Т>1. (И) 

На условно существуетъ неравенство 

«о < ср 

или ни оспонанш (6) 

/>+/<р+2>"Ф<<р; (12) 

следовательно на основаМи (9) и (11) 

1>< -р'-р". (13) 

По условш ф ]> 0, и потому одно изъ чиселъ <|/ и ф" отрицатель- 
но. Если ф' <^ 0, то неравенство 

1р+рУ+УЧ1 < 1, 

па основаши (9), (10) и (13), очевидпо невозможпо. Если ф" < 0, то 
неравенство 

\р+рУ +р"У'\ < 1 
невозможно, 

П-й случай: ф <^ 1- 
На осповаши неравенства 

0<ф<1 и |ф'|<1 
находимъ 

1Ф"1>1, 

иначе всЬ элементы системы, соответствующей комбинащи (0, 1), были 
бы меньше единицы, что противоречить предположенпо. 

На основаши 1-го условгя леммы § 49, ср — ср" и ф — ф" одного 
знака. 

Тага вага на основаши (10) и (11) ср — ср" ^> О, то 
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ф-ф" >0; 

следовательно 

ф"< -1. 

На оспованш неравенства (12) и услов1я ф > находи мъ 

V ^ -У- 
При существовали неравенствъ 

1>й -У, 1?"1< 1 и ф"< -1 

неравенства (7) невозможны. 

Остается единственное возможное нредположеше, что р' и р" раз- 
личныхъ знаковъ. Для большей определенности полагаемъ 

у' > и р" < 0. 

На основанш неравенствъ (7) получаемъ 

У^'-Т'О + ^ЧФ'-Ф'')^^ (14) 

На основанш 1-го услов1я леммы § 49, <р' — <р" и ф' — <]/' различ- 
ныхъ знаковъ, если <р' — <р" не равно нулю, при чемъ 

|?'-<р"|<1. и |ф'-ф"|>1, (15) 

такъ какъ, если |ф' — ф"|^1» то но условш ({Л — Ф = 0, и на основа- 
нш 3-го услов1я леммы § 49 найдемъ < ф < 1, | (|/| < 1 и < ф" < 1, 
что противоречить предположенш. 

Следовательно, неравенство (14) возможно только при условш: 

р"=-1. 

Для того, чтобы доказать предложенную теорему, остается только 
показать, что р' не можетъ быть больше 2. Нреднолагаемъ, что 
р' > 3 и />" = — 1. На основанш равенствъ (6) находимъ 

(о-й)" = р '(<р--<р'')--(ф_ф''). (16) 

И такъ какъ на основанш 1-го условгя леммы § 49 

?-?">ф-ф", 
то изъ равенства (16) выводимъ 

о>-о>" >2(<р-<р") 
или 

<|>"-2<р" <ш-2<р. 

Такъ какъ со <Г <р, то 

а>"— 2ср" < -<р. (17) 

20 
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По условно |(о"| < 1 и у > 1, и потому необходимо <р" > 0. Но, 
если <р ^> и ср" ^> 0, то у> <Г 0. Число ф" не можетъ быть положи- 
тельным^ тавъ какъ, если ф > и ф" > 0, то ф' < 0, и числа <р' — <р" 
и <]/ — ф" были бы одного знака, что противоречить предположент. 
Итакъ 

ср" > О и ф" < 0. 

На основаши неравенства (17) и равенствъ (6) получаемъ 

2> + (р'-2)<р"-ф"< -<р, 
следовательно необходимо 

Р= -2. 

При существованш неравенствъ р< — 2, <р' < и |<|/| < 1 пер- 
вое изъ неравенствъ (7) очевидно невозможно. 

Замгъчанге. Если тюэффицгепты системы (1) удовлетворяют^ 
условгямъ теоремы I и кромчъ того условгю: 

<р- ? '>ф_ф', 

то среди систему соотваьтствующихъ комбииацгямъ (1, 0), (0, 1) и 
(1, — 1), находится искомая система (о>, (о', о/'). 

Для того, чтобы убедиться въ справедливости этого зам-Ьчатя, нуж- 
но только показать, что система, соответствующая комбинации (2, — 1), 
не можетъ быть искомой. 

Предположимъ, что р' = 2 и/ = — 1. На основанш равенствъ 

ш-ш' = 2(<р-<р')-(ф-<Ю, •-»" = 2(<р-<р")-(ф-ф") 
и условш 

<р-<р'>ф-<|/, ср-ср">ф-ф" 
находимъ 

о>— о>' ?:ср-ср' и о)-(о" > ср — ср". (18) 

Изъ этихъ неравенствъ на основанш неравенства о> <С <р выводимъ 

ш'-ср'<0 и со"-ср"<;0. 

На основанш неравенствъ (7) и (10) получаемъ 

о>'-<р' > -2 и <*"-ср" > -2, 
следовательно 

|1+а>'-ср'| <1 и |1+й>"-ср"|<1. (19) 

Одно изъ чиселъ ср' и <р" отрицательно, и потому на основанш (18) 
и (7) находимъ 

со :> ср— 1 
дли 

1+ю-<р>0. 
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Съ другой стороны, очевидно 

1 + со — ср < 1, 

и всл'Ьдствхе неравенствъ (19) всЬ элементы системы, соответствующей 
комбинации (1, — 1), но численной величине будутъ меньше единицы, 
что противоречить предположешю. 

Теорема II. Если система коваргантныхъ формъ (1) удовлетво- 
ряешь условгямъ леммы § 49 и число ф отрицательное, то въ случать, 
когда ср — ср' и ф — ф' одною знака, ваь элементы одной изь система 
(*Ъ ?'> ? ") и (Ф> Ф'> Ф") по численной величины меньше единицы. 

Донустимъ противное. Такъ какъ | ср' | < 1 и | ср" | < 1 , то соглас- 
но предположенш ср > 1. Следовательно 

<р-<р'> и <р — <р" > 0. 

На основанш этихъ неравенствъ находимъ 

ф-ф'>0 и ф-ф">0. (20) 

Но ф < 0, и потому ф' < и ф" < 0. Такъ какъ ф' и ф" одно- 
го знака, то согласно 3-му условш леммы § 49 

|<|/|<1 и |ф"|<1. 

Въ этомъ случай необходимо |ф| > 1. Такъ какъ ф отрицатель- 
но, то неравенства (20) очевидно невозможны. 

Теорема III. Предположимъ, что система коваргантныогъ формъ 
(1) удовлетворяете условгямъ леммы § 49 и кром1ь тою условгямъ: 
ф < 0, ср — ср' и ф — ф' различным знаковъ. Определим*, цгьлое поло- 
жительное число Ь такъ, чтобы число 8(ср — <р') + Ф — ф' было одно- 
го знака съ ср — ср' и существовало неравенство 

|8(?~Ф>4-Ф-Ф'1<1<Р-<Р'|. 

Если среди системе значенгй коваргантныхъ формъ (1), соотвпт- 
ствующгсхъ тсомбинацгямъ 

(1,0), (0,1), (8,1) и (8-1,1), (21) 

тътъ ни одной системы, ваъ элементы которой были бы по числен- 
ной величить меньше единицы, то система (1, 1, 1) представляете 
относительные тгпгта коваргантныхъ формъ (1), и среди перечислен- 
ныхъ системе находится первая система смежная съ (1, 1, 1). Ис- 
ключенге представляешь только случай, когда 

8 = 1 и |8(<р'-<р") + ф'-ф"| < 1. (22) 

Въ этомъ случать комбинацги (21) должны быть замгънеиы ком- 
бинацгями 
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(1,0), (0,1), (1,1) и (1,2). (210 

Цредположимъ, что мы нашли системы значена! ковар1антныхъ 
формъ (1), соответствуюнця комбинащямъ (21), и среди этихъ системъ 
не нашли ни одной системы, все элементы которой были бы но числен- 
ной величине меньше единицы. Обозначимъ 

»=Р+р'Ч+М, ш' = р+//<р'+/Ф' и со"=р+рУ+/ф", (23) 

и пусть система (о), со', со") искомая. Следовательно 

1/1+РУ+/ФЧ < 1 и |р+гУ+р г Т!<1. (24) 

Мы предиолагаемъ, что система (со, со', ш") не заключается между 
системами, соответствующими комбинащямъ (21), и между системами, 
соответствующими комбинащямъ (21'), въ томъ случай, когда выполнены 
услов1я (22). 

Такъ какъ 

|<р'|<1, \?'\<1 и <р>1, 
то гр — ср' > 0, ср — ср" > 0, и согласно условно 

ф-ф'<0 и ф-ф">0. (25) 

Мы предиолагаемъ, что ф < 0, следовательно с^" < и <|/ > 0. 

Число ср' не можетъ быть лоложительнымъ, иначе ср" < 0, и числа 
ср' — ср" и <|/ — ф" были бы одного знака, что противоречить 1-му усло- 
вно леммы § 49. Следовательно 

<р>0, <р'<;0, ф<0, ф'>0 и ф"<0. (26) 

Не трудно убедиться въ томъ, что ни число р\ пи число р" не 
можетъ быть равно нулю и что р 1 и р" не могутъ быть различны» 
знаковъ. Поэтому можно предполагать, что ;/^1 и р">1. 

Ксли У = 1, то необходимо ^'>8, такъ какъ неравенства (24) не 
могутъ существовать одновременно, если только 5//<2. Въ этомъ 
убеждаемся слЬдующимъ образомъ. 

Ни при какомъ значенш цЬлаго числа 8 П удовлетворяющаго условш 

< 8, < 5, 

нельзя найти цблаго числа е„ которое удовлетворяло бы одновременно 
неравепствамъ 

|в1+8.? / +* , |<1 и |е 1 +8 1 ^+Ф"|<1. (24') 

Цредположимъ, что 8, наибольшее число, при которомъ эти нера- 
венства возагожпы. Если 

|«1+«1? + Ф, > 1, 
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то на основанш равенства 

и условш: ср — ср" > О, ф — <К'^0 найдемъ 
и потому 

й(<р-<р')+Ф-Ф' >о. 

Следовательно 8, > 8, что противоречить предположенш. Итакъ необ- 
ходимо 

|е, + 8,ср + ф|<1. 
Обозначимъ 

1с = е 1 + 8 1 <р+'ф, 1с / = б | + 8|ф' + Ф' и я" =е 1 + 8 1 <р г '+ф". 
Поэтому 

тс-тс" = §1 ( ср — ср " ) Н- Ф — Ф" и « -те' = 8,(<р-<р')+ф-ф\ 

Число 8, не можетъ быть равно 8 — 1, такъ какъ по предположе- 
нш комбинацш (8 — 1, 1) соответствуешь система, элементы которой не 
веЬ но численной величин* меньше единицы. Следовательно 8, < 8 — 2, 
и на основанш нредыдущихъ равенствъ найдемъ 

7С — к" > О и 1С — я' <— 1, 

такъ какъ на основанш неравенствъ (26) ср — ср' > 1. Изъ этихъ не- 
равенствъ и условш \ъ\ < 1, |гс'| < 1 и |тс"| < 1 с.тЬдуетъ: 

1С <с 0, тс' > и тс" < 0. 

Число ср" не можетъ быть отрицательнымъ, такъ какъ иначе 
ср — ср" > 1, и тогда 

1С-1С" > 1, 

что невозможно. Итакъ ср" > О, и на основанш (26) ср' < 0. Следо- 
вательно 

|1сЧт'1<1 и |1с" + ф "|<1, 

т. е. неравенства (24') возможны при значенш 8 1 равномъ 8, + 1, что 
противорЬчитъ предположенш. 

Предполагая, что р' > 8, на основанш равенствъ (23) и условш 
теоремы нолучимъ неравенства 

О) — со';><р — <р' и ш— го" > (р — <р". 

Такъ же, какъ и при доказательстве замйчанш къ теореме I, убеж- 
даемся, что эти неравенства не могутъ существовать одновременно. 
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Итакъ р" не можетъ равняться единиц*. 

Цредположимъ, что р" > 2. На основаши равенствъ (23) находимъ 

Очевидно, что со — <о" > <р — <р", и потому необходимо 

<*>—«>' < <р— <р'. 
Следовательно 

?'(*-?') + />"(ф-ф') < *-?'• (27) 

Обозначимъ 

у = ^8'+Л (28) 

при чемъ 

-р» <г'<0. 

Неравенство (27) представляемъ въ вид* 

Л^т-тО + ф-ФТ + ^т-?') < ?-?'. 

Для того, чтобы это неравенство было возможно, необходимо: 

8'(<р-<р') + ф-ф' <»-?', 
и потому 

8'<8. 

На основаши равенствъ (23) и (28) получаемъ 

<о'~<о" = р"[8'(ф' т -9 г/ ) + ф , -ф"]4-^ / (9'^Т г ')- (29) 

ЗамЬтимъ, что числа ф' — ф" и 8(<р' — <р") + Ф' — ф" одного знака, 
такъ какъ въ противномъ случай существовали бы, на основаши (26), 
неравенства 

8(<Р'-? Г ') + Ф Г -Ф"<0 и <р'-<р"<0, 

и следовательно можно было бы найти цйлое положительное число 8, < 8, 
удовлетворяющее усдовш 

|81(Т'-Т Г, ) + Ф'-Ф Г 1^1. 
Но въ такоыъ случай неравенства (24') были бы возможны при условш: 
О <С §1 <С 8, что противоречить доказанному раньше. 
Поэтому, если 8' < 8, то необходимо 

|8'( ? '-ср") + ф'-ф"|>1. 
На основан1и равенства (29) найдемъ 

<о'-й>" >р% 

такъ какъ 

8'(<р'-<р») + ф'-ф'' > 1, <р'-<р":10 и г'<0, 
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что невозможно при существовати неравенствъ (24). 
Следовательно 8' = 8, и кром'Ь того 

|г(?'-ф'')+Ф-Л^1. (30) 

Равенство (29) переписываемъ въ слйдующемъ вид&: 

Такъ какъ 

|(8-1)(т'-^) + Ф'-Ф1>1 и | Т '- Т "| < 1, 
то на основаши предыдущаго равенства получимъ 

а,'-*,» > _ г ' ; (31) 

следовательно г' = или г 1 = — 1. Не трудно убедиться въ томъ, что 
г' не можетъ быть равно нулю, и потому г' = — 1. На основаши ра- 
венства (28) получимъ 

р' =1 /'8-1. 

Можно предполагать, что р' > 1, такъ какъ, если р' = 1, то р" = 2 
и 8 = 1, т. е. система (о>, со', со") соотв-Ьтствуетъ комбинащи (1, 2) со- 
гласно съ условшш теоремы. 

На основаши равенства 

и услов1я со <^ ср находимъ: <р">0. На основаши неравенства (31) но- 
лучаемъ 

со' > и о>" < 0. 
Обозначимъ 

р = р»е + г, (32) 

при чемъ 

0±г<р". 
Пусть 

я = е + 8<р + Ф, я' = е + 8<р' + ф' и я" = 6 +8<р"+ф". (33) 

На основаши равенствъ (23), (28), (32) и (33) получаемъ 

а> = Г-<р + р"я, 0>' = Г-ф Г + у' Г 1С' и <о" = Г-<р Г '+/'1С". (34) 

Число г не равно нулю, такъ какъ иначе на основаши равенствъ 
<й'-(р"-1)ч'=р"(п'-Ч1 и ш''-(р''-1) Т ''=р''(*''--<р'') 

шг&ли бы 

|*'-У|<1 и |*"-<р"|<1, 
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т. е. неравенства (24') были бы возможны при < 8, < 8, что противо- 
речить доказанному раньше. Следовательно г>1. На основаши ра- 
венствъ (34) получаемъ 

0> Т<р — ?' = у> 7Г И О) +<р —Г = р 1С , 

и потому 

|*'|<1 и |«"|<1. 

На основаши этихъ неравенствъ находимъ тс > 1. 
Следовательно со <Г те, и на основанш равенствъ (34) 

<р>0'"-1)* + г. (35) 

На основанш этого неравенства получаемъ: ср > 2. Заменяя не- 
равенство (35) неравенствомъ 

<р > я— я" 
или 

<Р>8(<р-<р") + ф-<!>", 
находимъ 

(8-1)9 < 8, 
и потому 8 = 1. На основанш равенствъ (33) имйемъ 

Следовательно 

л >> <р — 2 
или 

ср <с я + 2. 

На основанш неравенства (35) получаемъ 

и необходимо р" = 2. Такъ какъ 8 = 1, то р'=1, что противорЬчитъ 
предположенш. 

Теорема такимъ образомъ доказана. 

Замгъчаме. Если относительно системы коваргантныхъ формъ 
(1) изшстпо, что эта система моэюегпя быть сд)ьлана приведенной 
подстановкой вида (2), и кромгь тою ф <С 0, то числа ср — ср' и ^ — <|/ 
различных^ знаковъ, и между системами значение коварьантнъухъ 
формъ (1), соответствующими комбинащямъ (1, 0) и (8, 1), находит- 
ся первая система смежная съ системой (1 ? 1, 1). 1 (склюнете пред- 
ставлнетъ только случай, когда выполнены условгя (22). Въ этомъ 
случае искомая система находится между системами, соответствуй 
ющими комбинащямъ (1, 0), (1, 1) и (1, 2). 
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§62. 

Доказанный въ предыдущемъ параграфе теоремы даютъ возможность 
установить алгориомъ, при помощи котораго каждая данная система ко- 
вар1антныхъ формъ можетъ быть преобразована подстановкой 

I р т 
О р' 7' 



О р" т" 



= ±1 



въ систему 



1, о) 7 тс 



при чемъ эта система будетъ приведенной системой 1-го рода, если 
только ш > 1. 

Алюривмд. 
Данную систему коваргантиыосъ формъ нужно преобразовать вг, 
систему (1), удовлетворяющую условгямъ леммы § 49. 

/-й случай: ф > 0. 

А) <р — <р' <С Ф — Ф'- Искомая система (<о, со', о>") находится 
между системами, соответствующими комбииацгнмъ (1, 0), (0, 1), 
(1,-1) г* (2,-1). 

В) <р — <р' > ф — ф'. Искомая система сооггтътствуетъ одной 
изъ комбинацгй (1, 0), (0, 1) ад (1, — 1). 

П-й случай: ф < 0. 

А) <р — <р' ад ф — ф' одного знака. Всгь элементы одной изъ си- 
стема (ср, <р', ср") ад (ф, ф', ф") по численной величины меньше единицы. 

В) <р — <р' ад ф — ф ; различных^ знаковъ. Нуокто опредгьлитъ 
цуълое положительное число Ь таю, чтобы 

3(? — ?0 + ф— Ф' было одного знака съ <р — <р' гг |8(<р — <р') + ф — ф'| <С |<р — <р'|. 

Среди системъ, соответствующим комбинацгямь (1, 0), (0, 1), 
(8, 1) ад (8 — 1, 1), находится искомая система. Исключенге пред- 
ставляешь только случащ когда 

8 = 1 и |$( Т '- Т '')+ф'-ф''|<1. (36) 

Въ этомъ случае искомая система соотвъътствуетъ одной адзя 
комбинацгй (1, 0), (0, 1), (1, 1) ад (1, 2). 

Заммате ко Н-му случаю. Когда адзотъстгамо, что система 

21 
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(1, 1, 1) представляете относительные тгпгта коваргантныхь форм* 
(1), то искомая система (со, со', со") соотвгьтствуетъ одной шв комби- 
нагцьй (1, 0) и (8, 1). Исключенге представляете только случай, когда 
выполнены условгя (36) — тогда искомая система сооттътствуетл 
одной изь комбинацгй (1, 0), (1, 1) и (1, 2). 

Предположимте, что искомая система (со, со', со") при помощи этого 
алгориема определена. Обозначить 

Одно изъ чиселъ р' и р" равно по численной величин* единиц*. 
Когда р' = =±= 1 , условимся систему ковар1антныхъ формъ (1) преобра- 
зовывать подстановкой 

1 р 



0р' 
р" 1 



= =Ы. 



Когда \р'\ не равно единице, систему (1) будемъ преобразовывать 
подстановкой 

1 р 



р' 1 
р" 



= =Ы. 



систеяахъ новартантныхъ формъ, зависящихъ отъ норне! уравнен!я 3-й сте- 
пени съ положительныяъ диснрияинантояъ. 



§63. 
Цредположимъ, что неприводимое уравнение 3-й степени 

Р* = Г?+8 

им*Ьетъ три дМствительныхъ корня: р, р' и р". Дискриминантъ 

уравнешя (1) есть д-Ьлое положительное ращональное число. 
Обозначимъ 



_ т+т'р+т "р 2 , _ т+т'р*+т"р* 



»'л» I -*»»л»* 



„ _ т+ту+т*{Г 

— о 



= п + п'р + п'р 1 ; ., = п+п'р'+пу» „ = п + п'р'Ч-пУ 



о 



(1) 

(2) 



(3) 



Здвсь а, т, п, ... цфлыя ращональныя числа, удовлетворяююдя только 
одному условш: определитель 
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1 


? 


♦ 


1 


?' 


Ф' 


1 


*" 


ф" 



= X 



не равенъ нулю. 

На основаны равенствъ (3) и (2) находимъ 



х = 



]/Ъх 



(4) 



следовательно число т'п" — т"п' не должно быть равно нулю. 
Систему коваргантныхъ формъ 

"1> <Р > Ф 



1, ?'> *' 
.1, ?", ♦"_ 



(5) 



(50 



будемъ обозначать символомъ 

Г т+т'р+т"р* п+п'р+п"р 2 "| 

Предаоложимъ, что система формъ (5) удовлетворяетъ условшмъ 
леммы § 49. 

На основание равенствъ (3) получимъ 



<р'— <р" = (т ; — т"р) 



..л Р'-Р" 



л' г." 



о , ф'-ф» = (п'-п"р) о 



<р" _<р = (т'-тГр') Ё—2-, ф« _ф = ( п '-п"р') ^— Р- 



Поэтому 1-е условие леммы § 49 можно заменить следующим*: 
Числа т' — т"р и п' — п"р должны быть различных* знатсом, 
при чемб 



|я»'-т"р| < 



Р'-Р" 



и \п'— п"р\ > 



Р'-Р" 



Числа т! — т"р' и п' — те"р' должны быть одною знака.) при чемъ 

|т'-т"р'|>|п'-пу|. 
1 



Число 



Р'-Р" 



мы будемъ вычислять при помощи формулы 



г 



Р'-Р" 



Зр»-г 



Дано уравнение 



Уп 
Примпръ. 

р»=7р + 2. 



(6) 
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Корни этого уравнешя р, р' и р" вычисляемъ съ точностью до 0,01: 



р" ф - 2,49 
р" 1 ф 6,20 



р ф 2,78 р' ф - 0,29 
р*дИ,72 ?*ф 0,08 

В = 1264, Ю» ф 35,553. 
На основалш формулы (6) и этихъ данныхъ вычисляемъ 



(7) 



Р'-Р" 



-^0,454, 



Р"-Р 



=^=0,190 и 



Р-Р' 



ф 0,326 



(8) 



съ точностью до 0,001. Обозначимъ 

М =45,4, М' =19,0 и М" = 32,6. (8') 

Вс [■ ц1-|.ч.| алгедраическ1я числа, зависящая отъ корня уравнешя 
р а = 7р -|- 2, заключаются въ форм-Ь 

х+х-р + х» р±р1. 

Этой форм-Ь соотвйтствуеть система вовархантныхъ формъ 

Эту систему представллемъ въ вид-Ь 

и, полагая 

«I = 0, от' = 2, от" = 0, п = 0, н' = 1, п" = 1 и о = 2, 
составляем'), бинарную систему Еоваргантныхъ формъ 

Гт.'— »»"р, п'—п"р Л 
[т'-т"р', п'-пу\' 

которую зам!шлемъ на основанш (7) системой 

Г200, — 178т 
1.200, 129.]' 



(9) 



(10) 



Эту систему мы должны преобразовать въ приведенную систему 
2-го рода: 

киэффицшнты которой удовлетворяютъ сл*Ьдующимъ условгямъ: 

Л и |1 разлнчныхъ знаковъ, при чемъ |Х | < оМ и ||л| > аМ; 
V и [).' одиого знака, при чемъ | X' | > | |л' | . 
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На основаши (8') иол у чаем ъ неравенства 

|Х|<90,8 и ||1|>90,8. 
Систему (10) подстановкой 



1 О 
1 1 



преобразуем* въ систему 



г 22, -178 т 
[229, 129 _Г 



которая удовлетворяет* 1-му условш леммы § 49. 
Систему (9) преобразуемъ подстановкой 

1 р т 
О 1 О 
О 1 1 



Получимъ систему 



Числа р и тс определяем* изъ неравенствъ 



Р + 



/_!_„« 



Зр'+р 1 



<1 и 



/ 1_ Л Г2 



т + 



р'+р 



<1. 



Находимъ (3 = и (3 = 1, т = и т = 1. 
Вычисляемъ 



К^! # -0,64 и ^#.,85/ 



Ни при одномъ изъ значенш у : и 1 число ? + р "Т р не мень- 
ше единицы, и потому полагаешь у = 0. 

При обоихъ значешяхъ (3: и 1 число р + р ^" р но численной 
величине меньше единицы, и потому нужно найти еще число 



^#8,03. 



Следовательно (3 = 0. 

Система (9) подстановкой 



1 О О 
О 1 О 
О 1 1 
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преобразуется въ систему 



['■ 



Зр+Р а р+р* 



(11) 



2 ' 2 ]' 

удовлетворяющую условгямъ леммы § 49. 

Вычисляет» коэффициенты этой системы. Получаемъ систему 

1, 8,03, 5,26 

1, -0,40, -0,11 

_1, -0,64, 1,86 _ 

Тавъ вакъ ф > О и <р — <р' > ф — 4*'» то согласно съ алгориемомъ, 
установленнымъ въ § 52, мы должны найти системы значетй ковар1ант- 
ныхъ формъ (11), соответствующая комбинащямъ (1, 0), (0, 1) и (1, — 1). 

Комбинащю (0, 1) нужно отбросить, тавъ какъ эта конбинащя 
очевидно невозможная. Комбинащю (1, — 1) также нужно отбросить, 
тавъ вавъ 

? '-ф' ^ -0,29 И ? "-ф я ^:-2,49, 

и следовательно неравенства 

|<+?'-4>'1<1 и |<+ ? и -Л<1 

не могутъ им$ть м'Ьста ни при вавомъ значеши I. 

Цриходимъ въ завлючешю, что система (<р, ср', <р") искомая, и по- 
тому система вовар1антныхъ формъ (11) приведенная система 1-го рода. 

Преобравуемъ систему (11) подстановкой 

1 

1 О О 
10 

и полученную систему представим ь въ норнальномъ видв: 

2+Зр-р» 



1, 



-10+р+р» 
4 



(12) 



Преобразуемъ эту систему въ приведенную систему 1-го рода, 
Составляемъ бинарную систему 

гЗ+р, 1-р "I 
Ьзн-р', 1-р']' 

которую зам-Ьняемъ системой 

г 578, -178-1 
1.271, 129 .]' 

Вычисляемъ аМ. Тавъ вакъ о = 4 и Л^=45,4, то аМ— 181,6 



(13) 



Систему (13) подстановкой 



преобразуешь въ систему 



1 

1 -2 



-178, 934-1 
. 129, 13 .Г 



(14) 



которая удовлетворяетъ 1-му условш леммы § 49. 
Систему (12) преобразуемъ подстановкой 

1 р т 
О 1 
О 1 -2 
въ систему 



[1, Р 



+ 



-10+р+р 2 



» ТГ + 



22+р-Зр* 



?*]• 



Укаваннымъ раньше способомъ находимъ: р = 2н у = — 5. 11о 
лучаемъ тавимъ образомъ систему 

-2+р+р» 2Ч-Р— 



[!, -2+Н-Р* , 1±Р^]. 



(15) 



Эту систему зам'Ьняемъ следующей: 

1, 2,12, -4,59 - 

1, -0,56, 0,37 

_1, 0,43, -4,77 Л 

Такъ какъ ф < 0, то согласно съ алгориемомъ § 52 опредвляемъ 
8 изъ неравенствъ 

О <«(*-*») + ф-ф' <*-*', 
т. е. 

О < 8.2,67-4,96 < 2,66; 

следовательно 5 = 2. 

Искомая система (со, оУ, со") соответствуем одной изъ комбинации 

(1, 0) и (2, 1). 

Комбинации (1, 0) соотв-Ьтствуетъ система (<р, <р', <р"). Комбинащя 
(2, 1) невозможная, такъ какъ 

2<р'+<|>' ф -0,73 и 2<р"+<|>" ф -3,91, 

и следовательно неравенства 

|Н-2 Т '+Ф'| < 1 и |*+2<р"+ф"| < 1 
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но могутъ им*ть м4ста ни при каком» значенш *. 

Приходим» таким» образом» к» заключение, что система (гр, гр', гр'О 
искомая, и система форм» (15) приведенная система 1-го рода. Эта 
система подстановкой 

1 

1 О О 
О 1 О 



4р-2р 2 _4-р+р ! 



-}■ 



преобразуется въ систему 

[«. 

которая подстановкой 

1 10 6 
О 2 1 
О 53 

преобразуется въ приведенную систему 1-го рода (11), раньше нами 
полученную. 

Сл'Ьдуюпцй рядъ системъ и подстановок^ будетъ повторяться пе- 
ршдическн: 



Г, Зр+ Р » р+рп 

[*> 2 ' ~2~] 



['■ 



Зр+р г р+Р»" 
2 ' 2 

00 1 

1 00 
О 1 О 

2+Зр-р* -10+р+р 2 



(I) 



■Ьр+Р 2 ] 



1 2 -5 
00 1 
О 1 -2 

-2+р+Р* 2+р— г 



[». =*$*. *±$*=] («) 



[>,* 



1 

1 О О 
О 1 О 

-2р» -4-р+р 2 
2 ' 2 



1 


10 


6 





2 


1 





5 


3 



[,, =Ш±Й, М.'] <„, 



Преобразуем» теперь систему (9): 



[•■ 



Зр+р» р+р 2 



]«, 



и т. Д. 



(9) 



пъ приведенную систему 2-го рода. Соответствующую бинарную си- 
стему 



зам'янясмъ системой 
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Г* 1-р'1 
[2, 1-р"] 

г 200, 129 -] 
1200, 349 _Г 



(16) 



Въ разсматриваемомъ случай аМ' = 38,0, и подстановкой 

1-2 -1 
I 3 2 

система (16) преобразуется въ приведенную систему 

13, 58 



Г- 13, 58 "I 
I 647, 498]' 



удовлетворяющую 1-му условию леммы § 49. 
Въ подстановки 



1 


Р 


7 





-2 


-1 





3 


2 



числа Р и у опред'Ьляемъ изъ неравенствъ 

-Р"+зр" 2 



Р + 



<1 И : Т Ч-р" 2 



1 



Находимъ: (3 = — 10 и — 11, у= — 6 и — 7. 
Вычисляемъ 

-Р+Зр 2 



2 



^10,19 и р 2 ^7,72; 



следовательно у = — 7. 

Оба значешл (3 удовлетворяютъ неравенству 



Р + 



-Р+Зр» 
2 



и потому вычисляемъ еще — ^ р ^0,27; следовательно р» — 10. 
Система (9) подстановкой 



1 


10 


7 





2 


1 





-3- 


-2 



преобразуется въ систему 



[,, т^м, ,_,,], 
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удовлетворяющую всЬмь условшмъ леммы § 49 (поел* замены р на р', 
р' на р" и р" на р), 

Вычисливъ коэффищенты системы (17), получимъ систему 

1, -0,19, -0,72 

1, 9,73, 6,92 

_1, -0,56, 0,80 _ 

Тавъ кавъ ф' > и <р' — <р" > <}/ — ф", то мы должны найти си- 
стемы зпаяешй фор» (17), соотвйтствуюпця (при замЬн4 р на р' и т. д.) 
вомбннац]ямъ (1, 0), (0, 1) и (1, — 1). Комбинащя (1, — 1) невозмож- 
ная. Обй комбинащя (1,0) и (0, 1) вовможныя, но <|/ < <р', и потому 
система (ф ? ф', ф") искомая. Система 



приведенная система 2-го рода. 

Нреобразовавъ систему (18) подстановкой 



(18) 



иолучнмъ систему 



[■■ 





1 




1 00 




1 


6+р-( 


>* -Р 


4 


' 2 



и т. д. 



Продолжая тавимъ образомъ вычислешя, получимъ слйдующш пе- 
рш дичее К1Й рядъ системъ и подстановокъ: 



ао+р-Зр а 



[■• 



м ■ 


1 * 2 ^ 




1 






1 






1 




[- ( 6+р-р 1 -р"| 

1 * 4 2 ^ 




1 -1 






1 -1 






1 




б+р- 


р* _Ю-Зр+р« 



(I) 



] (И) 



г 6+р-р» ) -10-Зр+рЧ 



(П) 



['. 



1 

1 О О 

10 

-4-Зр-р» 
2 

1 8 11 
2 3 
3 6 



1+р] 



[1, 7-Р 2 , 



20+р-Зр ! 
2 



-] (I) и 



т.д. 
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Система (9) преобразуется въ приведенную систему 3-го рода под- 
становкой 

1 0-2 
0-2-1 
О 1 1 

Получимъ тавнмъ образомъ систему 



[«. 



-Зр+р» -4-р+р* 1 



Преобразовавъ эту систему подстановкой 



00 1 

1 О О 
О 1 О 



н т. д.. 



получимъ схвдующШ иерюдичесшй рядъ системъ и подстановокъ: 



Г, -Зр+Р* 1 -4-р+рМ 
I 1 ' 2 ' 2 ] 



(I) 



[•• 



00 1 

1 О О 
О 1 О 

-8-р+р 2 4-р- 



РЧ 



Г -8-р+р» 4-р-р' П 
I 1 ' 2 ' 2 ] 



['- 



1 6 2 
О 2 1 
О 1 О 

-Зр+р* -4-р+р ! 



-](1)ит.д. 



НиашН предЪлъ численнаго значения определителя 

1 <р ф 
х = 1 ср' ф' , 

1 <р" ф" 

составленнаго изъ ноэффиц1ентовъ приведенной системы ■овар1аитныхъ формъ. 

§64.. 
Теорема. Если система коваргантныхъ формъ 

1, ?'., ♦; (!) 

приведенная, тою или другою рода, то опредгълителъ, составленный 
изъ коэффицгептовь этой системы, по численной величины больше 
единицы. 
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Иреобразуемъ систему формъ (1) подстановкой 



1 Р 


т 


р' 


т' 


р в 


т" 



= ±1 



(2) 



т. систему 



1> <Р > Ф 
1,У, Ф' 

Л ?", Г 



(3) 



удовлетворяющую услов1ямъ леммы § 49. 

Определитель х, составленный изъ коэффищентовъ системы (3), по 
численной величине равенъ определителю системы (1). Этотъ опреде- 
литель х представимъ въ виде 

По условию числа <р' — ср" и ф' — ф" различныхъ знаковъ, если 
только чр' — ср" не равно нулю, при чемъ 

|ср'-<р"|<1 и |ф'-ф"|>1. 

Не можетъ случиться, чтобы число |ф' — ф"| не превосходило еди- 
ницы, такъ какъ согласно 1-му условш леммы § 49 для этого необхо- 
димо: ф — ф" = 0, и следовательно тогда 

|ф|<1, |ф'|<1 и |ф"|<1. 

Цри существовали этихъ неравенствъ система (1) не можетъ быть 
приведенной. 

Числа <р" — ср и ф" — ф одного знака. Если |<р" — ср| > 1, то на 
основан 1и равенства (4) иолучимъ 

1*1 >1, 
и следовательно теорема доказана. Цредположимъ, что 

|ср"- ? |<:1. 
Мы предполагаем^ что 

У|< 1, 1<р"1 <: 1 и <р>0; 

следовательно ср ^> 1, иначе система (1) не была бы приведенной. 
На основами неравенствъ 

0<<р-<р" < 1 

п:1\'р.1 И У] и ер" ^> О, И ПОТОМ)' Ср' < 0. 

Представимъ равенство (4) въ слЬдующемъ видЬ: 



173 — 



х = (<р-<р')(Ф'-ф") - (*'-?')(♦-♦'). 
Если числа ср — ср' и ф — ф' одного знака, то теорема доказана, 



вакъ 



то 



такъ какъ 

<р-<р'Г>1 и |ф'-ф"|>1. 

Предположимъ, что ср — ср' и ф — ф' различныхъ знаковъ. Такъ 

<р-<р'>0, <р— ф" > и <р'-<р"<0, 

ф-ф' < 0, ф-ф" > и ф'-ф" > 0. * (5) 

Онред'Ьлимъ ц'Ьлое положительное число 8 изъ неравенствъ 

О < 8(9-9') + ♦-♦' < <р-?'- 
Систему коваргантныхъ формъ (3) преобразуемъ подстановкой 

10 е 
О 1 8 
О О 1 
въ систему 

1, «р', «' . (в) 

-1, ?", *"-. 
Зд'Ьсь 

л = 6 +8<р+ф, л' = € +8<р'+ф' и я" = е+8<р"+Ф". 
Ц'Ьлое число е опред'Ьляемъ изъ неравенства 

|е+8<р'+ф'|< 1. 

Изъ двухъ значенш е, удовлетворяющихъ этому неравенству, выби- 
раемъ то, при которомъ численное значеше е -|- 8ср" -{- ф" наименьшее, 
по, если при обоихъ значешяхъ е существуетъ неравенство 

| 6 +8<р''+Ф"|<1, 

то г выбираемъ такъ, чтобы число |е~|-§ср--}-ф| было ио возможности 
меньше. 

Определитель системы (6) равенъ х. Цредставимъ х, въ видЬ 

X = (<р_<р')(7с'-7с") - (<р'_<р")(7С_0. (7) 

По условно ср — ср' и ж — тс' положительный числа, если тс — тс' не 
равно пулю, и пе трудно убедиться въ томъ, что ср' — ср" и тс' — тс" 
различныхъ знаковъ, т. е. 

<р'-ер"<0 и *'-*"> 0. 
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Следовательно, если тс' — тс" > 1, то на основанш равенства (7) 
иолучимъ 

х > 1, 

и теорема доказана. Нредположимъ, что 0< тс 7 — тс" < 1. 
Въ этомъ случай 

И<1, |*"|<1 и *>1. (8) 

Нельзя предполагать, что тс — тс' > 1, такъ кавъ, представляя равен- 
ство (7) въ видй 

и принимай во шаманье, что существуетъ неравенство 

|<р'-<р"-*Ч-*"|>1, 
наидемъ 

х> 1. 

Нредположимъ, что тс — тс' < 1. 

На основанш этого неравенства и неравенствъ (8) находимъ 

* > 1, я' > О и тГ < 0. 

Мы определили тавимъ образомъ знаки всЬхъ коэффищентовъ си- 
стемы (6): 

<р>1, <р'<0, <р">0( (9) 



1С > 1, 1с' > 0, я" < О 
Неравенства 

|я'- ? '|<1 и |1с"-<р"|<1 (Ю) 

не могутъ суп чествовать одновременно, тавъ какъ въ этомъ случай не- 
обходимо |тс< — ф| > 1. Но на основанш неравенствъ 

1С — 1С' <С <р — <р' И 1С — 1С''Г^<р — ф" 

наидемъ 

1С' — ф' > 1С— ? ^ 1С"— <р", 

и на основанш (10) 

1 > 1с-(р > - 1, 

что противоречить нредположешю. 
Предположить сначала, что 

|1с'-<р'|> 1. 

ОпредЬ.штель % представимъ въ слЬдующемъ вид4: 
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На основами неравенствъ (9) получимъ 

и потону 

х> 1. 

Предположимъ теперь, что 

|*"-<р"| >1. 
Определитель х представимъ въ слЬдующемъ видЬ: 

На основаши неравенствъ (9) найдемъ 

Замгъчанге. Мооюно найти сколько угодно приведенных** система 
вида (1), определитель которыосъ % по численной величингь будешь 
сколь угодно мало отличаться отъ единицы. 

Предположимъ, что е, е, е" и т], г[, тг/' положительный числа, не 

превосходящая даннаго предала & < ^ • 
Обозначимъ 

<р = 1+*, <р'=-е', <р''=| + е ''| 

ф = 1+ Ч> ф' = Ч ', ф» = -!->,'') 

Определитель системы 

1 > <Р > Ф "" 

1, ? ', ф' (11) 

.1, ?", Ф"_ 

при достаточно маломъ значенш в* будетъ сколь угодно мало отличать- 
ся отъ единицы, и не трудно убедиться въ томъ, что система (11) мо- 
жетъ быть сделана приведенной подстановкой вида 



1 р т 
О р' ?' 
О р" т" 



= =±=1. 



Услов1я необходимый и достаточиыя для того, чтобы данныя системы нова- 
ртантныхъ формъ были эквивалентны. 

§бб. 

Каждую данную систему ковар1антныхъ формъ можно преобразо- 



— Пи- 
вать въ приведенную систему того или другого рода при помощи ад- 
гориома, устаыовленнаго въ § 52. Въ этомъ можно убедиться такъ же, 
какъ и въ § 35 отдела II. На этомъ основаши мы разсматриваемъ 
въ дальнМшемъ только приведенныя системы. 

Мредиоложямъ, что даны дв*Ь приведенныя системы ковар1антныхъ 
формъ -РиФ, того или другого рода. Составимъ три безконечныхъ 
ряда ириведенныхъ системъ 

Приведенная система 1-го рода Р 01 получена изъ данной системы 
Р при помощи подстановки вида 



1 


Р 


т 





Р' 


7' 





Р" 


Т" 



-==ы. 



(2) 



Приведенная система 1-го рода Р и получена изъ системы Р 01 при 
помощи подстановки 

1 

1 О О 
О 1 О 

и подстановки вида (2). Такимъ лее образомъ получена приведенная 
система 1-го рода Р. п изъ системы Р и и т. д. 

Рядъ Р^, Р 121 . . . получается изъ данной системы Р такимъ же 
образомъ, но только состоитъ изъ приведенныхъ системъ 2-го рода. 

Гядъ 7^,з, Р п , . . . состоять изъ приведенныхъ системъ 3-го рода. 

Составимъ такимъ же образомъ три безконечпыхъ ряда приведен- 
ныхъ системъ 

Фо1; Фп, Ф.1, .. | Фо2, Ф^ ... | Ф 03 , Фп, ... (Г) 

эквнвалентныхъ данной систем!» Ф. 

Ряды (1) и (Г) обладаютъ слйдующимъ замйчательнымъ свойствомъ. 

ТеорвМй. Для тою, чтюбы щптеденныя системы коваргантнъгаъ 
формъ Р и Ф были эквивалентны, необходимо и достаточно, чтобы 
въ одномъ изъ рядовъ (1) находилась система, которая можете быть 
преобразована подстановкой вида (2) въ систему, принадлежащую 
къ одному изъ рядовъ (Г). 

Очевидно, что условш теоремы достаточны для того, чтобы системы 
кпвар1антныхъ формъ Р и Ф были эквивалентны. Нужно только пока- 
зать, что эти услов1я необходимы. 



\ 
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Предположишь, что системы I? и Ф эквивалентны и систему Р 
подстановка 



а 


Р 


7 


а' 


Р' 


7' 


а" 


Р" 


7" 



=ы 



(3) 



преобразуете въ систему Ф. Обозначимъ 



*• = 



!> <Р > Ф ' 
1, <Р',Ф' 
„1, <Р", Ф"- 



и Ф = 



1, 4', V 

1, е", V)". 



Система Р посл4 подстановки (3) принимаетъ видъ 

"т, т 5 , тт» 
г', т'4', *Ч 



Здвсь 

т = а+а'<р+а"<|>, т' = о+ау+а"4»', г" = а+-а'<р"+<*"ф" 
т4 = р+Р'<р+р"Ф> <'&' = Р+РУ+Р"Ф'| «"*" = Р+РУ'+РТ г 
"] = 7+7'<Р+7"Ф, «V = 7+7У+т"Ф', «V = Т+тУ+тТ I 
Такъ какъ система Ф приведенная, то системы 

(Т, Т', Г") И (^, Т'4', *Т) 

значенш коваргантныхъ формъ ^ представляютъ относительные ишиша 
этихъ формъ, и при томъ (х%, х'$', т"$") есть система смежная съ 

в V, о. 

Составимъ три ряда носл'Ьдовательпыхъ относ ителышхъ тшипа 
(§ 44) значенШ ковар1антныхъ формъ В\ начиная съ системы (1, 1, 1), 
при чемъ эту систему обозначимъ (со, со', со"). Нолучимъ ряды: 



(со, со', со"), (со,,, со',,, со',',), (со 2 ,, со 2 „ со?,), ... 
(со, со г , со"), (со 12 , со',,, со?,), (ш И| ю 22 , »;,), ... 
(со, со', со"), (со, 8 , со' 13 , «?,), (со 28 , со аз , со?,), ... 



(О 

(П) 

(Ш) 



Начиная съ системы (т, т', т"), составимъ три ряда посгЬдователь- 
ныхъ относительныхъ ппшта значетй ковар1антныхъ формъ Р: 



(*, *', т"), (т, 2 , г^,, т? 2 ), (т 2 „ т'„, т 2 ' 2 ) ; ... 

(Ь *', А (*», *.., *), («И, *'«, А), ... 



(Г) 

(1Г) 

(Ш') 
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На основанш теоремы § 46, въ одномъ изъ рядовъ (I), (II) и (III) 
находится система, принадлежащая къ одному изъ рядовъ (Г), (1Г) и (ПГ). 
Предано л ожимъ, что система (<о т|? со^„ с*С), гдЬ г равно одному изъ чн- 
селъ: 1, 2 и 3, находится въ одномъ изъ рядовъ (Г), (1Г) и (ИГ) и обо- 
значена черезъ (х лУ , х!„ х^). Зд4сь }= 1, 2 и 3. Въ томъ случай, когда 
т = 0, система (со 01 , («о,, <о",) тождествена съ системой (о>, со', а>"). Это 
же замйчаше относится и къ систем* (х л> , ъ' ф ч^). 

Такъ какъ по предположенш системы (со т| , со' да| -, «С) и (х„,-, х^, х^) 
тождественный, то система ковар1антныхъ формъ 1 у т{ , принадлежащая 
къ одному изъ рядовъ (1), преобразуется подстановкой вида (2) въ си- 
стему Ф л> , принадлежащую къ одному изъ рядовъ (1'). Доказательство 
этого предложетя не иредставляетъ затрудненш. 

Зам'Ьтимъ, что очень легко узнать, существуетъ ли подстановка ви- 
да (2), которая иреобразуетъ данную систему 



Ртх = 

въ систему 



1, ср т| , ф™, 
_1, <Р-> $ч. 



ф _ | 1 &' . -9 I 

Ксиффшцеиты подстановки 



1 


Р 


Т 1 





Р' 


7'! 





Р" 


Т"1 



оиредЪляются изъ уравнешй 

4«, = Р + РЧ.-1-Р"'^.-; & = Р+Р^.'+РЧ*.- 






4;: ; = р-)-рч;-+р"^л 



.Если определители системъ ^„, и Ф ;у по численной величин* нг 
раины между собой, то определитель подстановки (2) не можетъ по чис- 
ленной величинЬ быть равепъ единицЬ. Въ этомъ случай очевидно, 
что система Р т1 не можетъ быть преобразована въ систему Ф„, подста- 
новкой (2). 



I 
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Услов1я необходимый и достаточныя для того, чтобы рядъ приведенныхъ си- 

стемъ ковар|'антныхъ формъ, начиная съ некоторой системы, состоялъ изъ 

перюдически повторяющихся членовъ. 

§ 56. 

Доказанная въ предыдущемъ параграфе теорема даетъ возможность 
узнать, эквивалентны ли данпыя системы ковар1аптныхъ формъ или пЬтъ, 
въ т'Ьхъ случаяхъ, когда въ соответствующих'* имъ безкопечпыхъ ря- 
дахъ приведенныхъ системъ число различныхъ системъ копечно. 

Теорема. Для того, чтобы рядъ щтведенныхъ системъ кова- 
ргантныхъ формъ одного и тою же рода 

Р,н, Гц 7 Ел, ... 

эквивалентных^ данной системы 



Р = 



1> <Р > Ф ~! 

Ь ?', Ф' |, (1) 

1, <Р", <Н 



начиная съ некоторой системы /^.,, состояли изъ пер'шдически повто- 
ряющихся членовъ, необходимо и достаточно, чтобы коэ(/м/кщгенты 
системы (1): ср и ф были алгебраическая числа, зависящая отъ трпя 
неприводимшо уравненгя 3-й степени съ полоэк-ителънымъ дпсщтмп- 
нантомъ, а ср', ф' и <р", ф" были бы алгебраическая числа, соответ- 
ственно сопряженный съ числами <р и ф. Число I равняется одному 
изъ чиселъ: 1, 2 и 3, 

Теорема эта доказывается на осповапш §§ 53 и 54 такъ же, какъ 
доказывается соответствующая теорема § 36 отдела II. 



Услов1я необходимый и достаточныя для того, чтобы данныя системы кова- 

р'штныхъ формъ, завйсмщя отъ корней уравнешя 3-й степени съ положи- 

тельнымъ дискриминантомъ, были эквивалентны. 

§ 67. 
Теорема. Предположим**, что ряды приведенныхъ системъ нова- 
ргантныхъ формъ 

Рои Ри, Ри, .. и Ф 0> , Ф 1>? Ф 3> , ... 

соответственно эквивалентных^ даппымъ системамъ Р и Ф, зйвися- 
щимъ отъ корней одною и тою же уравненгя 3-й степени съ полоэ^си- 
тельнымъ дискриминантомъ, начиная съ системъ 1<\ { и Ф л> , состоятъ 
изъ перюдически повторяющихся системъ 
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&ц } Рк+1,4 9 ... Рк+т-\,х и Ф А> , Фа+1,>) ••• Фл+л-1,.*. (1) 

У(лд я?-ого, чтобы системы Р и Ф бь&/ш эквивалентны, необходи- 
мо п достаточно , чтобы сугцествовста подстановка вида 

1'Р Т 

О р' у 



о р" т" 



= =ы, 



которая преобразуете одну изъ системе пергода Р к{} Р к + 1щ ц ... въ одну 
изп сиетемо иергода Ф А ,, Фл+м, ••• Предполагается, что г и у раз- 
личным числа равныя каждое одному изъ чиеелъ: 1, 2 и 3. 

Разсмотрнмъ случай, когда г = 2 и ] = 3. Вей остальные случаи 
можно принести къ этому случаю, производя соответствующую переста- 
пошеу ковар1антныхъ формъ. 

Системы, иринадлежапця къ першдамъ (1), обозначимъ 

Р к , Р^ , . . . Р к+т ^ и Ф Л; Ф А+1 , . . . Фа4*_, . (10 

Если системы ^и Ф эквивалентны, то системы Р к и Ф А также эк- 
вивалентны. Предположимъ, что система Р к преобразуется въ систему 
Ф л подстановкой 



а 


Р 


т 


а! 


Р' 


7' 


а" 


Г 


7" 



= =ы. 



Обозначишь 

# = 1, ср(., ф< и Ф,= 1, ^ 
-1, *?, *?_ _1, 9, 45. 

Зд-Ьсг. г = /г, /^-|- 1, ...;,;' = А, Л+ 1, .. . 

Система ^ иосл'Ь подстановки (2) принимаетъ видъ 



(2) 



(3) 



(4) 



т л = а + а г <р* + а"ф*, т 4л = Р + Р'ср* + Р"Ф*> т о?)л = Т + т'ф* + Т"Ф* и т - Д- 

Составами рядъ (II) (§ 44) нослЬдовательныхъ относительныхъ ш- 
шша значен!.! ковар1антныхъ формъ Р к , начиная съ системы (1, 1, 1), 
которую обозначимъ (со , <о' , о>о). Получимъ рядъ 

(О) , (л' , О, (о> 1? а>',, О, (Ю„ со' 2 , О)!!), ... (П) 
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Въ этомъ ряду при всЬхъ значешяхъ г система (<*><+,, а>1- +1 , соГ +1 ) 
есть вторая система смежная съ системой (со,, о>-, о)-'). 

Такъ вакъ Ф л приведенная система 3-го рода, то, на основанш 
равенствъ (3), система ковархантныхъ формъ (4) есть приведенная си- 
стема 3-го рода. 

Приходимъ къ заключенно, что (х , х , <) и (х € А , х &, <€*) систе- 
мы, представляюпця относительные шшша ковар1антныхъ формъ Р к1 
и при томъ система (х € л , х^, х"^) третья система смежная съ 

Составимъ рядъ (III) послЬдователъныхъ относительныхъ шЫта 
значенш ковар1антныхъ формъ Р к , начиная съ системы (х , х , х"). 11о- 
лучимъ рядъ 

(т 07 т , т '), (т 1; т;, тУ), (т,,т'„ т?), ... (III) 

Вей системы, принадлежаиця къ першду 

Р к у Рк+\ , . • . Рк+т— 1 , 

приведенныя системы 2-го рода. Система Р к +< получена изъ системы 
Р к +1-х при помощи подстановки а, равной произведенш подстаповокъ 



о,= 



Алгориомъ, при помощи котораго получаются коэффищепты под- 
становки а<, установленъ въ § 52. 
Произведенье подстановокъ 

представляетъ подстановку #, которая преобразуетъ систему Р к въ си- 
стему Р к ^ т . 11о условно системы Р к и Р к + т тождествены, и потому 
подстановка /5 не измЬняетъ системы Р к *). Обозначимъ 



1 




1 Р. Т. 


1 


• 


о % а 


1 




р? Т " 



-8 = 



р ч г 
р- з' г' 
р" 5" г" 



= т±=1. 



Послй подстановки $ система Р к приыимастъ видъ 

_щ, щч, щч_ 



*) См. § 13 отд*ла I. 
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Числа Ш %} Е' 2 и К[ соиряженпыя алгсбраичесия единицы. 
Не трудно убедиться въ томъ, что 

Е% = 9*?*-^1 • • ■ ?*+»*-! , -Е» = <р*<р*+1 • . • #+«-1 и Д? = <р?<р*+, . . . <рн-т_,. (5) 

Такъ какъ мы обозначаемъ 

о) = 1, со, = у к) со а = <р*<р*.|-, ; ... 
то 

и при всякомъ положптелыюмъ значеши цйлаго рацюнальнаго числа и 
существуютъ равепства 

Я = » т ., №)*=*!*; №)• = *&*. 
Зам г Ьтимъ, что, на основанш равенствъ (5), существуютъ неравенства 
|Д!<1, |«|>1 и \Е!\<1, 
такъ какъ Р к , -Р* +м ••• привсдсшшя системы 2-го рода, и следовательно 

|?.-|<1| |?Л> *> 1?7|<1, (*=*.*+'.»■). 
Допо.шимъ безкопечныи рядъ (II) системами (<о_,, со!_,, соИ,), 
(о>_ 2 , <о!_>, со 1 !.,),... Систему ((о_„ оУ__„ со!,) опред'Ьляемъ равенствами 

поэтому система (<о_ 15 (о!_,, (о1^) представляетъ относительные тшппа 
ковар1антныхъ формъ 1<\ при всякомъ значеши /. 
Получаемъ безконечный рядъ 

... («_,, «о!,,»!,), (ю , <*>!>, О, (<*>!, «о;, о)'/), ... (1Г) 

При всякомъ значеши г иоложителыюмъ и отрицательномъ система 
(<»»-н> со! +1 , со^,) есть вторая системЬ смежная съ (<о,, (о-, со-). 

Элемспты систсмъ рада (1Г), на осиоваши § 43, удовлетворяют^ не- 
равенствамъ 

- • . > |а>_,| > |а> | > | «о д | > • • • ' 

...<|(0'_ 1 |<|0)' |<|С1>;|<... 1. (6) 

... >|со^|>К|>К|>..., 

Перюдъ Ф А , Ф л+1 , . . . Ф л+я -1 состоитъ изъ приведешшхъ системъ 
3-го рода. Обозначимъ 



— 183 — 

Сопряжепныя алгебраичесшя единицы Д, Е г и Е[ удовлетворяютъ 
неравеиствамъ 

|Д|<1, \Е>\ <1 и \Щ>\. (7) 

Такъ какъ по условно 

ТО 

г п = ^о-йз, т '* = т о-Ёз и т" = гЦ -Б?, 

и при всякомъ положительномъ значенш ц4лаго рацшнальнаго числа ь 
существуютъ равенства: 

Дополнимъ рядъ (III) системами (х_,, х!_,, х!!_,), (х_ 2 , т1 2 , х! 2 ), ... 
Систему (х_ я х!_,-, х%) опред'Ьляемъ равенствами 

т_ >= =:ЯГЧ-,-, т^ = (ДГЧ-,- и т1 / = (Д0~ , <->. (8) 

Поэтому система (х_,-, х1 л х!_,) представляетъ относительные шииша ко- 
вар^антныхъ формъ Р к при всякомъ значеши ]. 
Получаемъ безконечный рядъ 

... (т_„ *_„ т!!,), (т„, <, <), (*, *, *7), ... (ПГ) 

11ри всякомъ значеши } положительномъ и отрицательномъ система 
(х >+1 , х| +1 , х/ +1 ) есть 3-я система смежная съ (х,, х], х"). Следовательно 

•-.>|т1 1 |>|<|>|^>-.Л. (9) 

-■■<|1!!- 1 |<|«|<|тГ|<---1 

Для того, чтобы закончить доказательство предложенной теоремы, 
нужно только доказать, что въ ряду (1Г) находится система, которая при- 
надлежи™ къ ряду (ИГ). Способъ доказательства примЬнимъ такой же, 
какъ и въ § 46. 

На основаши неравенствъ (7) и (9) и равенствъ (8) убеждаемся, 
что, какая бы ни была выбрана" въ ряду (1Г) система (со,-, со-, со"), всегда 
можно найти въ ряду (ИГ) систему (х,, х-, х"), элементы которой удо- 
влетворяютъ неравенствами 

Ы>Ы и К|>|«{|. (10) 

Предположимъ, что такое значеше г числа ; определено. При 
данномъ значеши ] = г существуешь конечное число значеши г, удовле- 
творяющихъ неравеиствамъ (10). 
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Пусть всЬ эти значешя I заключаются въ нредЬлахъ 

*в<ь<*|. (11) 

Можетъ случиться, что и^т^у>^ можно будетъ пайти значешя г, 
удовлетворяюнця неравенствамъ (10). На основати неравенствъ (9) 
убеждаемся, что всЬ эти значенья чиселъ г заключаются въ предйлахъ 
(11), и потому число у, удовлетворяющее неравенствамъ (10), не можетъ 
превосходить конечнаго предала. Нредположимъ, что у = г наибольшее 
число, при которомъ неравенства (10) возможны. Если при 7 = г Бе " 
равенствамъ (10) удовлетворяешь несколько значешй числа г, то изъ 
нихъ выберемъ наибольшее, которое обозначимъ г = я. На основаиш 
неравенствъ (10) получимъ 

\1,.\>ы и к|>|«:| | 

но на основати неравенствъ ((>) 

|т г |->|а)^,| и |<| < |о>; +1 |. 
Следовательно 

Если бы оказалось, что системы (т г+1 , х^ и х^,) и (<о,, (о',, о^') 
тождествены, то теорема доказана. Предполагая, что эти системы раз- 
личныя, находимъ 

К+.|<К1 (12) 

и 

|тг+1|>|«.|. (13) 

Въ ряду (1Г) можно найти сколько угодно системъ (а>, о , а>^, (о^), 
элемепты которыхъ удовлетворяют условно 

1*г+,|<К|, (14) 

при чсмъ, конечно, 

Нредположимъ, что такая система (о>, # , со^, <о" о ) выбрана. Нахо- 
димъ число /, оиред'Ьляемое услов1ями: 

«о ^ г < в (15) 

И 

|<о, +1 |.< |т г+1 |<|а),|. (16) 

На основати неравенствъ (12), (15) и (6) получимъ 

к +1 |<1«а 

и следовательно 



. 



— )85 



если только системы (х г+1 , х^ 1? т^,) и ((о^,, со^ м (о|' +| ) ие тождест- 
венныя. 

На основаши неравенствъ (16) найдемъ 

| Т г+] | > | 0>,- + 1 1 И | т' г+ 1 I > | <**+1 I • 

Следовательно, неравенства (10) возможны щт ^ = г-\-1, что противо- 
речить предположению. 

Итакъ въ рядахъ (1Г) и (ИГ) находятся двЬ тождсственныхъ си- 
стемы. Цредноложимъ, что 



Обозначимъ 



(О, =с 1 п й>| = т- И (О? = т". 



со, = Е"<л г и ту = Е1% п 



(17) 



гд-Ь 



о < >• <: г/б и о < в 
Система ^* послЬ подстановки 

о о, а, 



о г 



принимаетъ видъ 



со,, (О.ф*.^-; Ш 1<!>*-К 



(18) 



Приведя эту систему къ нормальному виду, получимъ систему ^ + ,.« 
Цодобпимъ же образомъ оиред'Ьлимъ подстановку, которая систему 
Р к нриводитъ къ виду 

*>, ^й+-1 ^1-н . (19) 

Приведя эту систему къ нормальному виду, получимъ систему Ф Л+ ,. 

Следовательно, существуетъ подстановка, которая систему (18) нри- 
водитъ къ виду (19). На основаши равенствъ (17) и § 40 убЬждаем- 
ся въ томъ, что подстановка эта имЬетъ видъ 



= =Ы. 



Эта же нодстановка систему А\± г иреобразуетъ въ систему Ф Л+ ,. 

24 



1 


Р 


т 





Р' 


т' 


» 


Р" 


7" 



1 
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О подстановках!», не изигЬняющихъ системы «оваршнтныхъ форпъ. 

§Ь8. 
ТеорвЛШ ш Квжд&Я Нйд&штоики ^, ни *шт*пн/аш/1Н системы к**- 
триттятхъ фармь^ т^хргщЫн ты которой мвнсяш отм корней 

быть преЖтавлвна иг* иидп> 

мЪь 3 и Т &СШШНЫЯ ш'лашгммиш шнкчшгшпит, а и п и ц*1>л>ш ри* 
щшмалтып ч-ш\ш ткигжтпс.шмия илп птр'пушелънын. 

Сохраняя обозначили! предыдущего параграфа, прсдио.1ожлмъ, что 
дшшой систем 1 !; ковар1аитиыхъ формъ Р соответствует!» иершдъ разлпч- 
ныхъ ириведенныхъ системъ У- го рода: Р й , Р\± п ... #*ь*~и Для удоб- 
ства обозначим* системы этого пери» да сгЬдующимъ об радо лъ: 

Вщ Р у , ... Р т - Л , (I) 

Систему Ръ ареобразусмъ подстаиовкой 



1 р т 

О р' т' 

О р" т" 



= =Ь 1 Й) 



въ приведенную слетом у 3-го рода Ф (К . Начинал съ итои системы, со- 
ставпмъ рядъ приведенных** система 3-го рода 

Ф , Ф ь Ф 3 , ... (3* 

Среди с истом ъ 

Ф|, Ф> } --. (У) 

мы всегда найдем ъ систему, которая можстъ быть* преобразована под- 
становкой вида (2) въ одпу иаъ системъ иершда (1), Въ этомъ убЬж- 
даемся па основан! и §§ 5й и 57. 

Преднодолшмъ, что между системами (3') система Ф г есть первая, 
которую можно преобразовать въ од и у нвъ системъ иершда (1) подста- 
новкой вида (2). Црсдиодожимъ, что система Ф г преобразуется подста- 
новкой е' въ систему Р Й . 

Такъ же, какъ въ предыдущем^ параграфе, опредЬляемъ подста- 
новку 

которая не изм'Ьпяетъ системы Р и . 

ВсЬ подстановки, который могутъ быть представлены въ впд'Ь ЛГ, 
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гд$ и ц4лое ращональное число, не измйняютъ системы форыъ А . Но 
въ этой формй заключаются не всЬ подстановки, не изм-Ьняюпдя систе- 
мы А . Мы можемъ найти такую подстановку еще слйдующимъ обра- 
зомъ. По условш система Р\ преобразуется въ систему Ф подстанов- 
кой е. Предположимъ, что система Ф л принадлежащая къ ряду (3), 
получается изъ системы Ф,_, при помощи подстановки о,'; следователь- 
но система Ф преобразуется подстановкой равной нроизведешю подста- 
новокъ 

а, о 2 ... <з г 

въ систему Ф г . Система Ф г преобразуется въ систему Р\ подстановкой 
г' и система Р $ — въ систему Р т подстановкой 

а 5 4-1 • • • о,,,. 

Обозначая 

Т = е в\ ... о' Г е' (3,4-1 ■ ■ • а '« > (5) 

найдемъ подстановку У 7 , пе изменяющую системы Р . 

ЗамЬтимъ, что при всЬхъ цЬлыхъ ращоналышхъ значсшяхъ чиселъ 
и п V подстановка 

8 й Г = Г 8 й 

не изм'Ьняетъ системы Р . 

Мы получили такимъ образомъ двЬ независимыхъ основныхъ под- 
становки аЬ г и Т. Всякая другая подстановка Е, не изменяющая систе- 
мы Р оу можетъ быть представлепа въ видЬ 

5: = 5 м г, (6) 

гд г Ь и и V цЪлыя ращональныя числа. 11ри этомъ мы не считаемъ раз- 
личными подстановки 



а р Т 




-а -р - т 


а' р' V 


и 


-а' -р' - 7 ' 


а" р" 7 " 




-а" -р» -?'' 



Предположимъ, что подстановки 5, Ги! опредйляютъ алгебраи- 
честшг единицы А,,, А' и с. Для того, чтобы равепство (0) существова- 
ло, пеобходимо и достаточно, чтобы существовало равенство 

е = ±Е и ,Е г . (6') 

Мы предполагаем^ что подстановка $ опрсдЬластъ алгебраическую 
единицу Д. Пусть А,, А* и А" сопряжеппыя единицы. Предположимъ 
также, что А, А' и А" сопряженныя единицы, опредЬляемыя подстанов- 
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&*й Т* О^патижь (фив'меииия слст^.чтл. прнпахлехаоця гь рядакъ 
'1 и 3,* 1^1Ъ жг* кагъ я въ преллущ^ ::ъ параграф*: 

/; = I, ? . *. и Ф = 1, $;, г 4 ; . 7 

Молоху на дегоцвдш равенствъ '4; и 5, пахияимъ 

Тага же, сакъ » въ предмдущемъ параграф*, составнмъ, начиная 
г* гистехи И* К I)- рядъ 1Г; 

.-.'л.,, «'_ , »--:;, '<»<, со,^, (о,'!), (ю,, со',, со''), ... (1Г 

скстсмъ, иредставлающихъ относительные шшша ковар1антныхъ формъ 
/■' Предполагается, что въ этомъ ряду при всякомъ значешн числа / 
СИСТЕМ Л».^, йС|. А - <»М^ есть вторая система смежная съ системой 

Мы о&шшаемч. адЬсь 

ад в = 1 , 0>, = «р в , щ, = *р *р,, . . . 
И 

(и _ ! = Д, 0) //4 _,, СО—у = ДГ Ю, Л „ 2 , 

ЯМ№ чти нрн аскхъ зпачешяхъ г и % существуетъ равепство 
11а ШВОШЦПЯ рашшствъ (8) находимъ 
Д.ш краткости обовначимъ 

е $, ...*,._, = е, (9) 

и потому 

Ш, К = ^ # 3 , ИЛИ 0).,7</ = 4 (От- (Ю) 

Мы црсдиолагдсмъ, что подстановка 2 не измйняетъ системы ^ и 
щцодПлдеп сонрнжплшл алгебраически! единицы с, е' и о". На осно- 
ван ш нредмдущил», система (е, в', в") нредставляетъ относительные пи- 
мина гсшшршлтлмх'ь формь /'„. 

ПамЛтш», что если бы равенство (6') не могло существовать ни 
при кнкмхъ ц'Ьлмхъ рщ|оналынлхъ значешлхъ чисслъ и и г;, то ни при 
кики чч. нначпплчъ чисел ъ ?;, г и у равенство 

|< /<:Ч|-К! (Н) 
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пе имЬло бы мЬста, такъ какъ изъ равенства (11) слйдуетъ: 

\вЕ*(й>± к \ = 1(0.4.* | 

при всякомъ значеши к, и потому при А = — г 

\еЕ'\ = \щ_<\. 

Полагая «>,•_,■ = 2?"(о л , гдЬ < к <Г т, найдемъ 

!в#"| = |Я> л |, 
т. е. 

щ = ^ьеЕ 9 Е7 и - (12) 

На оспованш этого равенства приходимъ къ заключенно, что си- 
стемы 1? и Г н , припадлежанця къ перюду (1), тождественныя. Следо- 
вательно Д = 7 и на основаши равенства (12) 

е = ±Е и 2 Е-°, 

что противоречить предположение. 

Въ посл'Ьдующемъ изложеши мы докажемъ, что всегда можно пай- 
ти ц'Ьлыя числа V, г и }, удовлетворяюиця равенству (11). Какъ толь- 
ко числа V, г и у будутъ известны, полагая у — г = тад, найдемъ цй- 
лыя ращональныя числа и и V, удовлетворяюиця равенству 

Ъ = 8 и Т~\ 

Прелагаемое нами доказательство основано на сл'Ьдующемъ пред- 
ложены: 

Если е, е' и е" сопряжскныя единицы, опред)ьляемыя подстанов- 
кой, пе изменяющей системы формъ Е 01 и при нуъкоторыхъ зпаче- 
нгяхъ чиселъ г и у существуют* неравенства 

|в»<|>|*,| и |вЧ'|>|»>|, (13) 

то при всякош данномъ вначенш числа г мооито найти число ], удо- 
влетворяющее этимъ неравепствамъ. 

Предположимъ, что при г = к существуютъ неравенства 

|есо,!>|(о,| и |в'«Я>|»Л. (130 

По услов1ю (§ 44) элсмепты системъ ряда (II') удовлетворякггъ не- 
равепствамъ 

... > |ю_,| > |о) | > 1(0,1 > ... 

...<|а>^|<|<|<|а>' ] |<... }. (14) 

...>|ю1,|>К|>|»7|>---, 

Следовательно, на основал! и иеравепствъ (13') будемъ имЬть 
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|в'»^.|>|«Я. (15) 

Если окажется, что . 

|вю* +| | > 1(0,1, 

то неравенства (13) будутъ существовать при г = А: — } — 1 , и число г нуж- 
но снова увеличить на единицу. Предположить, что 

|вю* +1 | < [(о,). (16) 

Начнемъ число ^' увеличивать. На основанш неравенствъ (14) 
убеждаемся, что всегда можно найти такое значеше ]. при которомъ 
неравенства (15) и (16) не будутъ иметь места. Предноложимъ, что 
у = I есть наибольшее значеше числа ^', при которомъ неравенства (15) 
и (16) сущестнуютъ одновременно. Мы преднолагаемъ следовательно: 

1) <>Я (П) 

2) |вю* +1 | < |ю,| и |в'св* +1 ! >|ш{|. (18) 

Если бы оказалось, что существу етъ неравенство 

то необходимо 

и число I можно снова увеличить на единицу. 
Равенство 

|в'ай +1 | = |Ю|4-|| 

невозможно, такъ какъ иначе найдемъ 

|еш*| = |ю<| 
и на основанш условш (17) и неравенствъ (14) получимъ 

|вю*| < |ю,-|, 

что противоречить первому изъ неравенствъ (13'). 
Донустиыъ, что 

На основанш перваго изъ перавенствъ (18) имЬемъ кроме того 

|есо*+,| <!»/', 

и потому на огтговапш § 43 

|Л*2 +1 |>|т7|. 



Следовательно 



к«?1>К|. 
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На основанш неравенствъ (13') и условш (17) нолучимъ 

|в(о А | > !»||, 
и потому необходимо 

что противоречить неравенствамъ (18). 

Продолжая эти разсуждешя дальше, убеждаемся, что при всякомъ 
зиачепш I > к можно найти число }*, удовлетворяющее неравенствамъ 
(13), полагая же г = рги-\-ь п гдЬ г,>&, убеждаемся, что эти неравен- 
ства возможны и при г <^ к. 

Основываясь на доказанном!» предложены, не трудио убедиться въ 
томъ, что единицы Е и Е,, оиред'Ьляемыя равенствами (8), независимыя. 

На основанш равенствъ (10) находимъ 

1* $ Е=Ы т , и'.Е = 1'т' т и *»ЕГ=1 п »» м . (19) 

Такъ какъ системы Ф , Ф, , ... принадлежанця къ ряду (3), приве- 
денный системы 3-го рода, то на основанш равенствъ (7) получаемъ не- 
равенства 

|4,|<1, |«|<1 и |#|>1, и = о,1. ....о. 
Следовательно, на основанш равенства (9) 

|€|<1 и |4'|<1. 

На осповаши равспствъ (19) находимъ 

|о>,^|<:1(о от < и |<о;Я'|<:|а>;,,|. 

Основывая на доказанному выше иредложеши, убеждаемся, что нри 
всякомъ значены числа I можно найти число у, удовлетворяющее нера- 
венствамъ 

\щЕ\<\щ\ и |(о;^'|<|а>;-|. 

СлЬдовательно, при всякомъ цЬломъ ноложительномъ зпачеши числа 
V и произвольномъ значенш г можно найти число ^', удовлетворяющее 
неравенствамъ 

\*>Е 9 \ < со,| и \«Ь(Е)*\<:№\. (20) 

Если бы существовало равенство 

Е* = =±=ЕЧ 

при какихъ нибудь цЪлыхъ значетяхъ ь и и, то можно было бы пред- 
полагать, что у > 0. . Но въ :>томъ случа'Ь на основанш перавенствъ 
(20) получили бы 
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Эти неравенства нротиворЬчатъ неравенствамъ (14); следовательно еди- 
ницы /? и Е % псаависимыя. 

Обращаемся теперь къ разысканш ц'Ьлаго числа г;, при воторомъ 
вогшожио равенству 

|вЯЧ| = |а>,-|. (21) 

Мы можемь предполагать, что при о = равенство (21) не можетъ 
существовать ни при какихъ значешяхъ г и ^. 

Иаъ двухъ единицъ ей- выберемъ ту, для которой неравенства 

|в»,|.>|«>,| и |в'ш{|>К-| (22) 

возможпы при пйиоторыхъ значен1яхъ чиселъ г и ^. Въ томъ, что та- 
кой шборъ всегда можно сделать, убеждаемся слЬдующимъ образомъ. 

Допустимъ, что неравенства (22) невозможны ни для в, ни для — , и 
опредЬ пшъ число I изъ условш 

1^,1 <\а\<\щ\. (23) 

Можно нредшиагать, что существуютъ неравенства 

|»! +| |>|в'| >!«{!, (24) 

иначе неравенства (22) будутъ возможны или для в, или для — • 
На основами перавенствъ (23) и (24) нолучимъ 

К'|>К'|. 
Такимъ же образоюъ находимъ 



и 



Следовательно 



I <«>л+. ; < 

I <+> | > 

1 



1 I 
— «ы 



-,«;| 



«>л 



|(0 Л 1. 






На основан ш перавенствъ 



|.*| >!«&", |е"!>!»; м и \--ь>' 



;«>а|, 



в I 



найдемъ 
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|«1|<1 и |*2| <1. 

Эти неравенства противоречат неравенствамъ (14). 

Въ дальпЬйшемъ мы предполагаем^ что при всядомъ значенш 
числа г можно найти число у, удовлетворяющее неравенствамъ (22). 

Можетъ случиться, что при нйкоторыхъ ц-Ьлыхъ положительныхъ 
значешяхъ числа V можно найти числа г и у, удовлетйвряюпця неравен- 
ствамъ 

\в&щ\>\щ\ и |е'(^Гсо5|>К|, (25) 

но эти неравенства не могутъ существовать при всйхъ цйлыхъ положи- 
тельныхъ значешяхъ V. Въ этомъ убеждаемся слЬдующимъ .образомъ. 
Цолагая въ неравенствахъ (20) г = О и определяя ] = к, найдемъ 

|ЯЧ|<1 и \{В) 9 *Ц<:1. (26) 

Полагая въ неравенствахъ (25) г = к и определяя ] = *, получимъ 

\еЕ 9 ы к \>Ы и \4(В) 9 »' к \>\*1\. 
Следовательно 

\щ\ <|вЯЪ*|<|е| и |»,'|<ИЯУ»1|<И. (27) 

На основаши неравенствъ 

Ы<|в| и |*{|<|в'| 

убеждаемся, что число I не можетъ превосходить конечнаго предала. 
Но въ такомъ случай, на основанш леммы У-й § 42, неравенства (27) 
при неогран ичепномъ увеличеши числа V могутъ существовать только 
при условш, что им'Ьютъ М'Ьсто равенства вида 

\еЕ р -и> к9 \ = \бЕ 9 *<» кг \ и т.д. 

На основанш этихъ равенствъ находнмъ, напримЬръ, 

что, какъ мы видЬли раньше, невозможно. Следовательно, всегда можно 
найти такое значенье «;, что неравенства (25) не будутъ существовать 
ни при какихъ значешяхъ чиселъ г и ]. Цредположимъ, что V есть 
наименьшее такое число. Обозначимъ 

вЕ— 1 = е и т. д. (28) 

По условш можно найти числа г и ^', удовлетворяются неравен- 
ствамъ 

\во<йг\ > (со,-) и |е>-| > |а>;|, 

но неравенства 

25 



V 
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\е Ешг\ > |ю,-| и |в 2?'о>;| > |Щ 

не могутъ существовать ни при какихъ значешяхъ чиселъ г и /. 
Обозначимъ такъ же, какъ въ § 57, 

Среди системъ 

относительныхъ тшта ковар1антныхъ формъ Е можетъ находиться 
нисколько системъ (т А _ м Хл_ и т2_,), элементы которыхъ удовлетворяютъ 

деравепствамъ 

|т л ^|>|ш,| и |ти|>|со;| (29) 

при нЬкоторомъ значенш числа з, наприм'Ьръ, если к = 1, но ни ири 
какихъ значешяхъ ] неравенства 

Ы>\щ\ и К г |>№| (30) 

не возможны одновременно. Въ самомъ д&л'Ь, но условно 

Т г = е &0^1 • • • 6г— 1, 

и потому на основанш равенствъ (9) и (10) 

т г = во4 = во^ЕЕТ 1 . (31) 

Следовательно, на основанш неравенствъ (30) получили бы 

\еоЕы а \>\*ь и . т \ и |во#с^| > |со;+ та |, 

что противоречить нредположепш. Предположимъ, что к наибольшее 
число, ири воторомъ неравенства (29) возможны. Совершенно такъ же, 
какъ въ § 57, убеждаемся, что при нйкоторомъ значены ] будетъ су- 
ществовать равенство 

Полагая $ = ти-\- к, гд'Ь < к <^ га, приходимъ къ заключенно, 
что система Ф л преобразуется въ систему Р к подстановкой вида 
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Р 


Т 





Р' 


Т' 





Р" 


Т" 



пи условно это возможно только тогда, когда к = г, и потому 

|т,| = Ы. 
На основанш равенствъ (31) и (28) находимъ 



I 
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|вЯЧ|=|<0,+т|, 

что и требовалось доказать. 

Рааыскаме алгебраичеснихъ единицъ, зависящихъ отъ корня уравнен!я 3-й 
степени съ положительныяъ диснрияинантояъ. 

§59. 

Предположимъ, что коэффищенты системы коваргантныхъ формъ 

'"1| <Р > Ф 
Е = 1, <р', <|/ 

_1, ?", Ф"_ 

соответственно сопрдженныя алгебраическая числа, зависяпця отъ кор- 
ней уравнен1я 3-й степени съ положительнымъ дискриминантомъ. 
Относительно этихъ чиселъ дЬлаемъ следующее предположете: 
Если а -}- а'<р -}- <*"ф гцгълое алгебраическое число, то } катя бы 
зпачснгя ни имтьли щьльгя рацюнальньгя числа I, I' и 2", всегда мож- 
пх> найти щьльгя рацгональныя числа X, X и А", удовлетворяющгя 
^равенству *) 

(а+а , ? +а''ф)(*+* , ф+*"ф) = Х+Х'у+ХЦ. 

Требуется найти вс* алгебраичесшя единицы, которыя заключают- 
ся въ формй 

е = н-*'<р+*"ф. 

Въ разсматриваемомъ случай всякой алгебраической единиц* е со- 
отв'Ьтствуетъ подстановка 2, которая не изм'Ьпяетъ системы В\ и под- 
становка 5У, которая не изм*нястъ системы В 1 ' эквивалентной систем* Р. 

Сохраняя обозначетя предыдущаго параграфа, предположимъ, что 

Е* = <р <р| . . • <рет— 1 И Е = $о&1 • • • Бг— 1 ф« • • • ?т— 1 • (I) 

Въ форм* 

заключаются всЬ единицы разсматриваемой области. 

Въ нредыдущемъ параграф* мы находили приведенный системы 
2-го и 3-го рода, но очевидно, что, вычисляя приведенныя системы двухъ 
различныхъ родовъ, можно такимъ же образомъ получить основныя си- 
стемы единицъ. 



*) См. отд**ъ П, § 38. 
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Зам'Ьтинъ еще, что если Е и Е 3 основпыя единицы, то, определяя 
единицу Е 9 равепствоиъ 

Л/О = Лё Д4 3 , 

при всякомъ цЬломъ рацюнальномъ значеши числа и будемъ получать 
основную систему едини цъ Е и Д. Например*, въ томъ случаЬ, когда 
въ раиснствахъ (I) произведете 

4о^1 . • • 4г— I = Е 3 

есть алгебраическая единица, будемъ имЬть з = 0, и потому 

Е = Е^Е% 1 
т. е. единицы А', и № } представляютъ основную систему. 

Прилтръ. 
Для уравнения р я ^7р-{-2 мы определили въ § 53 першдъ ири- 
иодеипыхъ гнстемъ 1-т рода, состояний изъ двухъ системъ (стр. 168): 

Перцу и» п::ь :»тпхь системъ преобразуем* подстановкой вида 

1 р т 

О р' т " = =Ы (3) 

О р" т" 

въ приведеппую спетому 2-го рода. Система эта 



[1, 7-Л »+АТ«] 



(4) 



получена нами на стр. 170. Сл-вдующая за ней приведенная система 
2-1'п рода: 

[1, 61^1,^0=3^]. (5) 

Эта система очевидно не можетъ быть преобразована въ первую изъ 
системъ (2) подстановкой вида (3). Узнаемъ, можпо ли ее преобразо- 
вать по вторую систему. Числа (3, (3' и (3" опредйляемъ изъ услов1я: 

р + р Ш-Р* + р» - Ю-Зр+Р 3 = -2+Р+р 2 , 

Иолучасмъ уравнетя 

р'-Зр" = 1, -р'+Р" = 1 и 4р+6р'-10р" = -2, 
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изъ которыхъ находимъ р' = — 2, (3" = — 1 и (3 = 0. 
Числа у, у' и у" определяешь изъ уравненш 

Т'-Зт" = 1, - Т '+7" = -3 и 4^+6?' -10?" = 2. 

Получаемъ 

7' = 4, ?" = 1 и у=-3. 

Определитель 

1 0-3 
0-2 4 
0-1 1 

равенъ 2, и потому система (5) пе можетъ быть преобразована пи въ 
одну изъ системъ (2) подстановкой вида (3). 

ЗамЬтимъ, что въ разсматриваемомъ случай можпо было бы въ-этомъ 
убедиться, не определял чиселъ (3, у и т. д., такъ какъ число т'п"—т"п' 
для одной системы равно — 4, я для другой — 2, въ томъ же случай, 
когда нреобразоваше возможно, оба эти числа равны но численной ве- 
личии^. 

Систему (5) преобразуемъ въ следующую за ней ириведеппую си- 
стему 2-го рода. Нолучимъ снова систему (4). Такимъ образомъ въ 
разсматриваемомъ случай т = 2, г = 2, 5 = и 

4 



То== — 2"" ' ? ] 



4о = 7- 



6, 



6+р-р* 



Обозпачая 






получимъ основную систему единицъ 

1+Зр + р 2 и 



*-р-р* 
2 



Вместо единицы _# можемъ взять единицу 

6+р-р 2 



Я, = 7-р*. 



20+р-Зр 2 
2 



Единицы 
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1+зн-р- . »±ре. 

также представляютъ основную систему. 

Можно было бы получить еще друйя основныя системы едипицъ, 
рассматривая приведен ныл системы 3-го рода. 

Объ идеалах ъ, при надлежащ и хъ нъ области алгебраическихъ чиселъ, завися- 
щихъ отъ корня уравненж 3-Й степени съ положительнымъ дискрининантонъ. 

§60. 

Мы разематриваемъ идеалы, принадлежапце еъ области алгебраиче- 
екдхъ чиселъ, зависящихъ отъ корня уравнешя * 3-й степени 

р 8 = Г(>+8 

съ положительны мъ ДИСК [ШШШ ннтомъ В. 

ВеЬ результаты, полученные пами въ отдЬлй II, § 39 при раземо- 
тр'Ьпш идеал объ и соответствующий имъ системъ ковар1антныхъ формъ, 
завиешцихъ отъ корней уравнешя 3-й степени съ отрицательнымъ дис- 
кримппантомъ, применяются н въ разематриваемому случаю, лишь съ сле- 
дующими измЬнешями* 

Встда можно найти идеала 

хр+хч> м+± + х-Р'^±р±^, 

йктвалемтный данному шкалу и удовлетворяющгй условию 



ргр 



УП. (1) 



Это предложите доказывается такъ же, какъ и соответствующее пред- 
ложено ^ 39, ИамЬаеше заключается лишь въ томъ, что определи- 
тель * системы 

Г т+т'р+т и р % п+п'р+п" р 2 Т ( ~ 

въ разематривасмомъ случай определяется равенствомъ 

я если система (2) приведенпая, то на основанш теоремы § 54 

№К <УЪ. 
Такъ же, какъ въ § 39, мы можемъ найти все приведенный си- 
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стемы одного и того же рода, соотвйтствуюпця идеаламъ, которые удо- 
влетворяютъ условио (1). Веб эти системы будутъ эквивалентны систе- 
мамъ, принадлежащимъ къ нйсколькимъ перюдамъ прпведенныхъ системъ 
одного и того же рода. Въ § 39 мы видйли, что число такихъ перю- 
довъ равно числу классовъ не эквивалентныхъ идеаловъ, но въ разема- 
триваемомъ случай число различныхъ першдовъ одного и того же рода 
еще не опредйляетъ числа классовъ не эквивалентныхъ идеаловъ. Мо- 
жетъ случиться, что системы, принадлежапця къ различнымъ перюдамъ, 
будутъ эквивалентны. При помощи теоремы § 57 не трудно узнать, 
каше перюды могутъ быть преобразованы одинъ въ другой. Выбирая 
изъ такихъ першдовъ представителемъ одинъ какой нибудь перюдъ, 
въ результате получимъ нисколько першдовъ, число которыхъ равно 
числу классовъ не эквивалентныхъ идеаловъ. 

Приж>ъръ. 

Опред-Ьлимъ число классовъ не эквивалентныхъ идеаловъ (идеальныхъ 
чнеелъ), зависящихъ отъ корня уравнешя 

р* = 7р+2. 
Зд'Ьсь 

-0 = 316.4. 

Такъ какъ въ разематриваемомъ случай 8 = 1 и о = 2, то мы 
должны найти вей идеалы, нед'Ьдяшдесл ни па какое дЬлое рациональ- 
ное число и удовлетворяйте условио 

рг 



РР" 

или 

Р 2 



.2 < ^4.316 



рр1Г <ПШ <18. (3) 

Нужно, следовательно, разложить простыя числа 

2, 3, 5, 7, 11, 13 и 17 

на простые идеальные множители. 

Обозначая черезъ (тс, р) и (тс', р) простыя идеальныя числа 1-го по- 
рядка, а черезъ (те,, р) простыя идеальпыя числа 2-го порядка, найдемъ 



2 = К2)К 2) 2 ; 

3 = простое идеальное число ; 
5 = простое идеальное число ; 
7 = простое идеальное число; 



11=(*, И) (*, 11); 

13 = простое идеальное число; 

17 = (тг, 11) {щ, 17). 
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ОпрсдЬляемъ при помощи таблицы идеал овъ и идеальныхъ чиселъ, 
помещенной пъ § 43 нашего сочинен1я „О цктыхъ алгебраическихъ 
числахъ и т. д," 7 тнгЬ идеальныя числа, которымъ соотвЬтствуютъ идеа- 
лы, удовлетворяющее условш (3). Полученные результаты ном'Ьщаемъ 
въ следующей таблиц*. 



11. (> -Ц.И . ЦП С Л. 


Р, 


р; г" 


Идея ль. числа 


Р, 


Р, Р" 


Идеал ь. числа 


Р, Р', Р" 


1 


1, 


м1 


(«', 2) 3 


4, 


1,2 


К 2) (*', 2) 


2, 2, 1 


(*, 2) 


2, 


1, 1 


(<2) 4 


4, 


2,2 


(*, 2) 1 К2.) 


4, 2, 1 


е«, 2)* 


4, 


1,1 


« 2) 6 
(*', 2) е 


«, 


2, 2 


(«., И) 


11, 11, 1 


(«', 2) 


2, 


1, 1 


8, 


4,2 


К, П) 


17, 17, 1 


& 2) 1 


2, 


1,2 


К, 2) 8 


16, 


8, 2 







Найдемъ вей идеалы, соотв'Ьтствуюпце идеальнымъ числамъ, пом*Ь- 
щшишмъ въ таблице Системы ковар1антныхъ формъ, соответствующая 
отимъ и .домам ъ : прообразу езгь въ приведенныя системы 1-го рода под- 
становками вида 

1 р Т 

О р' Т ' = =Ы 

о р" Т " 

въ гЬхъ случояхъ, когда такое преобразование возможно. Получеппые 
результаты пом-Ьщаемъ въ следующей таблиц*. 



Идеал ь. числи 


СштвЪтствуюиие идеалы 


СоотвЪт. системы Формъ 


1 
0*,8) 
(*, *? 
К 2) 


Х+Х' Р +Х" р -±^ 

х*+х- ? +х» 2+г ; +р2 

Г4+^'(2+р)+А'" 2+Р 2 +р2 
Х2+Х'(1+ 9 )+Х" 2+Р 2 +р * 


[>> 3р Г> Р Г] * 

г -(5+р+р* 2+р-рЛ 
I. 1 ' 8 ' 8 4 

г 1+р 4+р-рП 
I 1 ' 2 ' 4 1 
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Идеаль. числа СоотвЪтствукшце идеалы 



Соотв*тств. системы Формъ 



М 2) 2 

(.< 2) 3 
(*', 2) 4 
(*',2) 5 
<У,2)« 



Х2+.Г(1+р)+Х"2 ^±В! 
Х4+Х'(-1+ ? )+Х"2 — ^ 



Х4+А''2(1+р)+А г "2 



,о-И-Р 2 



»• -*+Р' 



Х8+Х'2(-1+р)+Х"2 



Х8+ХЧ (Ц-р)Ч-А'" 2 ~ 3 +2р+р 2 






« 2) 8 X 16+А" 8 (1+р) А" 2 5+2 Р +р - 

I ^ 

I 

(тс, 2) (*', 2) ! X 2+Х' 2р+ А'" 2+р + р8 

I 2 

(«, 2) 2 (*',2) 



Г 7+2р-р а -3+2р+р*1 
I. '' 8 ' 8 ] 

Г -11+2рН- Р г 1+ Р 1 
I 1 ' 16 ' ~2~] 

г -2+р+р 2 2+р-ЗрП 



(*., И) 



Х4+Х'2р+А'" 2+ Р +р2 



,, -4+бр+р 2 



Х1\+Х'Щ+Х 



ХП+Х 17р+А"' - 8 ~ 18 Р+Р 2 






-64-р+р 2 р" 
8 ' 

-4-4-5р+р 2 
22 ' 

Г 24+5р-Зр 2 -8-13р+р 2 1 
I х ' 34 ' 34 ] 



Приведенный системы отмечены знакомь *. Оказывается такимъ 
образомъ, что существуетъ только шесть приведении хъ системъ 1-го ро- 
да, соотв'втствующихъ ндеаламъ разсматриваемой области чиселъ. 

Обозначимъ 



«-['. *?• Ф]. *-[«, 



-2+р+р 2 2+р-р» 



]■ 



'-[1. Ц^> ^^-} «-[»■ *-$■• ^±Е!]. 



26 
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Каждая изъ этихъ системъ подстановкой 

.0 1 
,10 

|0 1 

преобразуется въ систему, которая можетъ быть сделана приведенной 

подстановкой вида 

|1 Р 7 | 

Такимъ образомъ найдемъ, что система Р, преобразуется въ си- 
стему Р П} а система Р 6 преобразуется въ систему Р х . 

Система Р 2 преобразуется въ Р« и зат'Ьмъ въ Р х . Система Р 3 
преобразуется въ Р в и зат'Ьмъ въ Р х . Система Р 4 преобразуется въ 
Р Хл Система Р ъ преобразуется въ Р 4 и зат&мъ въ Р х . 

Итавъ всЬмъ шести приведеннымъ системамъ соответствуете одинъ 
и тотъ же перюдъ, состояний изъ приведенныхъ системъ 1-го рода Р х 
и Р^ Следовательно въ разематриваемомъ случае существуетъ только 
одинъ клаесъ идеальныхъ чиселъ — обыкновенныхъ ц'Ьлыхъ алгебраиче- 
скихъ чиселъ. 

Мы нашли, что число 2 разлагается слЬдующимъ образомъ на про- 
стые идеальные множители: 

2=(*,2)(*',2) 2 . 

Найдемъ {тг, 2) и (тг' 3 2). Идеальному числу (тс, 2) соответствуешь 
система Р 2 . Эта система преобразуется въ систему Р в и загбмъ въ си- 
стему Р х . Такъ какъ 

цЦъ =**2±Г, »+р+р' ] и д_[\ -»+р+р', «+Р-»»], 

то 

Въ таблицахъ для чиселъ Р, Р' и Р" находимъ Р=2, и потому 

Идеальному числу (тг', 2) соответствуете система Р 3 . Система Р 3 
преобразуется въ систему Р 6 и загЬмъ въ Р х . Следовательно 



■Ир*"' Ф 
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пли 



(*', 2) = 



_ Зр+р 2 
— 2 



Число классовъ не эквивалентныхъ идеальныхъ чиселъ можно было 
бы определять съ значительно болынимъ удобствомъ, если бы былъ из- 
в'Ьстенъ пред4лъ для тахшгат'а значетя определителя %, составленна- 
го изъ коэффищентовъ системы 

'1, <Р > ♦ 
1, *', Ф' 
.1, *", Ф"_ 

Разыскаше точнаго низшаго предала для тахшшп'а определителя 
х представляетъ интересный и повидимому очень трудный вопросъ. 



V 



